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وزارة التربية والتعليم 

مــركــز الــمـنـاهـج الفلسطينية

�آب / ٢٠١٨ م

تقديم

ــة النشــ�أة،  ــى واقعي ــة،  المســتند �إل ــن ضــرورات الحال ــع م ــي الناب ــي العلم ــه المدخــل العقلان ــوي ب�أن صــلاح الترب يتصــف ال�إ

أمــر الــذي انعكــس علــى الرؤيــة الوطنيــة المطــورة للنظــام التعليمــي الفلســطيني فــي محــاكاة الخصوصيــة الفلســطينية والاحتياجــات  ال�

الاجتماعيــة، والعمــل علــى �إرســاء قيــم تعــزز مفهــوم المواطنــة والمشــاركة فــي بنــاء دولــة القانــون، مــن خــلال عقــد اجتماعــي قائــم 

آمــال،  علــى الحقــوق والواجبــات، يتفاعــل المواطــن معهــا، ويعــي تراكيبهــا و�أدواتهــا، ويســهم فــي صياغــة برنامــج �إصــلاح يحقــق ال�

أمانــي، ويرنــو لتحقيــق الغايــات وال�أهــداف.    ويلامــس ال�

ولمــا كانــت المناهــج �أداة التربيــة فــي تطويــر المشــهد التربــوي، بوصفهــا علمــاً لــه قواعــده ومفاهيمــه، فقــد جــاءت ضمــن خطــة 

عــداد  متكاملــة عالجــت �أركان العمليــة التعليميــة التعلميــة بجميــع جوانبهــا، بمــا يســهم فــي تجــاوز تحديــات النوعيــة بــكل اقتــدار، وال�إ

لجيــل قــادر علــى مواجهــة متطلبــات عصــر المعرفــة، دون التــورط ب�إشــكالية التشــتت بيــن العولمــة والبحــث عــن ال�أصالــة والانتمــاء، 

والانتقــال �إلــى المشــاركة الفاعلــة فــي عالــم يكــون العيــش فيــه �أكثــر �إنســانية وعدالــة، وينعــم بالرفاهيــة فــي وطــن نحملــه ونعظمــه.   

ومــن منطلــق الحــرص علــى تجــاوز نمطيــة تلقّــي المعرفــة، وصــولاً لمــا يجــب �أن يكــون مــن �إنتاجهــا، وباســتحضار واعٍ لعديــد 

المنطلقــات التــي تحكــم رؤيتنــا للطالــب الــذي نريــد، وللبنيــة المعرفيــة والفكريـّـة المتوخّــاة، جــاء تطويــر المناهــج الفلســطينية وفــق رؤيــة 

محكومــة ب�إطــار قوامــه الوصــول �إلــى مجتمــع فلســطيني ممتلــك للقيــم، والعلــم، والثقافــة، والتكنولوجيــا، وتلبيــة المتطلبــات الكفيلــة 

بجعــل تحقيــق هــذه الرؤيــة حقيقــة واقعــة، وهــو مــا كان لــه ليكــون لــولا التناغــم بيــن ال�أهــداف والغايــات والمنطلقــات والمرجعيــات، 

فقــد ت�آلفــت وتكاملــت؛ ليكــون النتــاج تعبيــراً عــن توليفــة تحقــق المطلــوب معرفيــاً وتربويــاً وفكريــاً.

ــي الت�أســيس؛  ــررّة مــن المنهــاج دورهــا الم�أمــول ف ــب المق ــة الكت ــزّز �أخــذ جزئي ــر، بمــا يع ــر لهــذا التطوي ــات تؤطّ ــة مرجعي ثمّ

طــار جــاءت المرجعيــات التــي تــم الاســتناد �إليهــا، وفــي  لتــوازن �إبداعــي خــلّاق بيــن المطلــوب معرفيــاً، وفكريــاً، ووطنيــاً، وفــي هــذا ال�إ

ضافــة �إلــى وثيقــة المنهــاج الوطنــي ال�أول؛ لتوجّــه الجهــد، وتعكــس  طليعتهــا وثيقــة الاســتقلال والقانــون ال�أساســي الفلســطيني، بال�إ

ذاتهــا علــى مجمــل المخرجــات.

ومــع �إنجــاز هــذه المرحلــة مــن الجهــد، يغــدو �إزجــاء الشــكر للطواقــم العاملــة جميعهــا؛ مــن فــرق الت�أليــف والمراجعــة، 

شــراف، والتصميــم، وللجنــة العليــا �أقــل مــا يمكــن تقديمــه، فقــد تجاوزنــا مرحلــة الحديــث عــن التطويــر، ونحــن واثقــون  والتدقيــق، وال�إ

مــن تواصــل هــذه الحالــة مــن العمــل.     



مقدمة

لقــد اعتُمــد فــي بنــاء خطــة تطويــر المنهــاج التربــوي فــي فلســطين ال�أهــداف التعليميــة التــي حددتهــا المعاييــر،  	

ــي  ــه ف ــا ســيقوم ب�أدائ ــب �أو م ــا يحــب �أن يكتســبه الطال ــه �أو م ــاج الي ــا يحت ــه �أو م ــم معرفت ــى المتعل ــذي يتوجــب عل ــا ال وم

الســنة الدراســية، وتضمــن �أيضــاً �أن الطلبــة يتلقــون تعليمــاً يضاهــي مســتويات التعليــم فــي الــدول المتقدمــة، لضمــان النجــاح 

والمنافســة ومواكبــة التحديــات التــي تفرضهــا التطــورات العلميــة والتربويــة والتقنيــة والعالميــة، ويضمــن �أيضــاً كفايــات يؤهلهــم 

ــي والعالمــي. ــي ســوق العمــل المحل ــي والتنافــس ف ــة تعليمهــم العال للالتحــاق بالجامعــات ومتابع

وتــم �إنجــاز هــذا العمــل بجهــود �أكاديمييــن مختصيــن وتربوييــن ومدرســين مــن الميــدان التربــوي فــي مركــز المناهــج  	

فــي فلســطين، حيــث كان التوجــه فــي �إطــار عمــل وطنــي موحــد ومنطقــي رياضــي ومترابــط يدعــم مهــارات التواصــل والعمــل 

التعاونــي والقــدرة علــى التعلــم الذاتــي، ويتيــح للمتعلــم تطبيــق مهــارات التفكيــر فــي تعلمهــم الرياضيــات، وذلــك ل�أن تعليــم 

التفكيــر يســاعد المتعلــم تعــرف �إمكاناتــه العقليــة وقدراتــه ومــن ثــم تنميتهــا واســتثمارها بشــكل �أفضــل ويســاعده علــى تكويــن 

أمــر الــذي يحقــق لــه الاســتقلالية والثقــة بالنفــس والاتــزان عنــد اتخــاذ القــرار ليعــرف كيــف يســتطيع  فهــم مجــد للحيــاة، ال�

الدفــاع عنــه.

تكــون هــذا الكتــاب مــن خمــس وحــدات دراســية موزعــة علــى فصليــن دراســيين، حيــث احتــوت مــادة الفصــل  	

أولــى وهــي المصفوفــات، والوحــدة الثانيــة وهــي التفاضــل، والفصــل الثانــي علــى الوحــدة الثالثــة وهــي  ال�أول علــى الوحــدة ال�

حصــاء والاحتمــالات، الوحــدة الخامســة وحــدة الماليــة. التكامــل، الوحــدة الرابعــة وحــدة ال�إ

ــم،  ــة كافــة، مــن خــلال منهــاج فلســطيني واقعــي منظّ ــة التعليمي ــا عناصــر العملي ــا بهــذا العمــل، وقــد حققن �أملن 	

نضعــه بيــن �أيديكــم ثمــرة جهــد متواصــل، وكلنــا ثقــة بكــم: معلميــن، ومشــرفين تربوييــن، ومديــري مــدارس، و�أوليــاء �أمــور، 

وخبــراء ذوي علاقــة فــي رفــد هــذا الكتــاب بمقترحاتكــم وتغذيتكــم الراجعــة، بمــا يعمــل علــى تجويــد العمــل، وتحســينه، 

ــا. ــه مصلحــة طلبتن لمــا في

فريق الت�أليف
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المصفوفـــــــات
)Matrices(

الوحدة ال�أولى

1



شجرة الزيتون من ال�أشجار الرئيسة في الزراعة الفلسطينية، تزرع بترتيب وتنظيم 
يساعد المزارع في تطوير وتحسين زراعته.

كيف تساعد هذا المزارع في ذلك؟
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع �أنشــطتها �أن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد ال�إ
ــة مــن خــلال ال�آتــي: توظيــف المصفوفــات والعمليــات عليهــا فــي الحيــاة العمليّ

• التعرف على مفهوم المصفوفة.	

• تنظيم بيانات معطاة على شكل مصفوفة وتحديد رتبة هذه المصفوفة.	

• �إيجاد ناتج جمع وطرح المصفوفات.	

• �إيجاد ناتج ضرب المصفوفات. 	

• �إيجاد محدد المصفوفات المربعة من الرتبة 2×2 ، 3×3.	

• �إيجاد النظير الضربي للمصفوفة المربعة من الرتبة 2×2.	

• حل نظام من المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات. 	

• توظيف المصفوفات في مسائل عملية وحل تمارين عامة.	
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)Matrix( 1 - 1     المصفــوفة

تشــجع وزارة التربيــة والتعليــم العالــي الفلســطينية النشــاطات اللاصفيــة للطلبــة، ومــن هــذه النشــاطات 
نشاط

1
الرحلات العلمية.

ذهب طلاب الصف الثاني عشــر في مدرســة الشــهيد ياســر عرفات الثانوية رحلة علمية لمصنع �ألبان فيه 
خطــي �إنتــاج وينتــج كل خــط ثلاثــة �أصنــاف هــي: علــب جبنــة، علــب رايــب، علــب لبنــة، تحــدث مديــر 
نتــاج ال�أول،  المبيعــات �إلــى الطلبــة عــن الكميــات المباعــة فــي شــهر �أذار ، حيــث بــاع المصنــع 2350 علبــة جبنــة مــن خــط ال�إ
نتــاج  نتــاج ال�أول، 2101 علبــة رايــب مــن خــط ال�إ نتــاج الثانــي، 1680 علبــة رايــب مــن خــط ال�إ 3380 علبــة جبنــة مــن خــط ال�إ

نتــاج الثاني.  نتــاج ال�أول، 2706 علبــة لبنــة مــن خــط ال�إ الثانــي، 1106 علبــة لبنــة مــن خــط ال�إ
نتاج ال�أول 2350 علبة. عدد علب الجبنة المباعة من خط ال�إ

نتاج الثاني هو ............؟ عدد علب اللبنة المباعة من خط ال�إ

استرجعت فاتورة مبيعات في شهر �آذار وكان عدد العلب فيها 3380 من الصنف..... ومن خط �إنتاج.....؟
رتب مدير المبيعات البيانات بهذه الصورة.

الصنف            علب الجبنة	   علب الرايب	     علب اللبنة

١١٠٦     	١٦٨٠   		 نتاج ال�أول        ٢٣٥٠ خط ال�إ

٢٧٠٦     	٢١٠١   		 نتاج الثاني       ٣٣٨٠ خط ال�إ
                    

ــة عــن ال�أســئلة؟ هــل يمكــن ترتيــب  جاب ــة للمعلومــات وال�إ �أي الطــرق �أســهل فــي تذكــر الطلب �أفكر و�أناقش
البيانات السابقة بطرق �أخرى؟

تعريف:
ــن  ــن الصفــوف وعــدد م ــن عــدد م ــة م ــى شــكل مســتطيل، مكون ــة عل ــن ال�أعــداد الحقيقي ــب م ــة: ترتي المصفوف

ــوز: ، ب، جـــ، .... ــد الرم ــة ب�أح ــز للمصفوف ــن ]  [، ويرم ــدة ومحصــورة بالحاصرتي ال�أعم
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 )1( �إذا كانت  مصفوفة تتكون من م صف،  عمود ) م ،   ص+ ( ف�إن م ×  تســمى 

�أتعلم
. )

  × م
 ( ويرمز لها بالرمز ، وتقر�أ م في ، رتبة المصفوفة

)2( ال�أعداد الحقيقية المكونة للمصفوفة تسمى عناصر )مدخلات(،

. تعني مدخلة الصف ي والعمود هـ في المصفوفة 
ي هـ


. عناصر( المصفوفة(يمثل عدد مدخلات ×ناتج الضرب م )3(

21

           11



22

           12


 =

 2×2
 ،  

21

           11



22

           12



23

           13



 = 
2×3
 : ً4( تكتب المصفوفات حسب مدخلاتها، فمثلا(

6      2      5-  ، جـ = 
2-       3-

5      1
2

 ، ب = 
0       3       5
1       2      4-
1-      5       0

 =  :إذا كانت� نشاط
2

رتبة  تساوي 3×3 ، رتبة ب ........ ، رتبة جـ ......
..... =

3 1 
........ ، جـ

  
=

22
هي مدخلة الصف ال�أول والعمود الثاني وتساوي 3 ، ب 

 2 1


1 2
  وتمثل بالرموز  العدد -4 هو مدخلة الصف الثاني والعمود ال�أول في المصفوفة

ما الفرق بين مصفوفة رتبتها 2×3 و مصفوفة رتبتها 3×2 ؟  �أفكر و�أناقش

 = ي + هـ ،
ي هـ
 بحيث �أن  من الرتبة 2×2، �إذا عرفت مدخلات المصفوفة  مثال )1(: المصفوفة

              اكتب المصفوفة  بذكر مدخلاتها؟

3 = 2 + 1 = 
2 1
 ، 2= 1 + 1 = 

1 1
    ، 21


           11



22

           12


  =

 2×2
 :الحل

4 = 2 + 2 = 
22
 ، 3 = 1 + 2= 

1 2

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٢      ٣
٣      ٤

 = 

مصفوفات خاصة:

مصفوفة الصف: هي المصفوفة التي تتكون من صفّ واحد فقط.

 ، 1-      5 رتبتها 1×3 ، تسمى  مصفوفة صف.         =  :مثال

مصفوفة العمود: هي المصفوفة التي تتكون من عمود واحد فقط.  

 ، جـ رتبتها 2×1 ، تسمى جـ مصفوفة عمود. 
1
2
3-

 =
  
مثال: جـ

المصفوفة المربعة: المصفوفة التي فيها عدد الصفوف يساوي عدد ال�أعمدة.

 مصفوفة مربعة من الرتبة ٢×٢ ويمكن تسميتها مصفوفة مربعة من الرتبة الثانية.
1     2

3       
1
2   

 =  :)1( مثال

. 1 القطر الثانوي للمصفوفة
2

، 3 القطر الرئيس للمصفوفة  ، والمدخلات 1 ،  2 تسمى المدخلات 

.
٣×٣

 �أو جـ
٣
 مصفوفة مربعة من الرتبة الثالثة ويمكن كتابتها بالصورة جـ

12     4-     2
3

0     0      1
1
2

     0     1-

مثال )2(: جـ = 

المصفوفة الصفرية: المصفوفة التي جميع مدخلاتها �أصفار، ويرمز لها بالرمز ) و (.
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. 
0     0      0

0     0      0
 =

 3×2
مثال: و

مصفوفة الوحدة: هي مصفوفة مربعة مدخلات القطر الرئيس فيها 1 وباقي مدخلاتها �أصفار، ويرمز لها م.

.
2
 ، م مصفوفة وحدة من الرتبة 2×2، ويمكن كتابتها بالصورة م

0     1
1     0

م = 

 ............، �أكتب مصفوفة صفرية من الرتبة 1×3؟
3
�أكتب المصفوفة م �أفكر و�أناقش

تساوي المصفوفات:

ضمــن سياســة وزارة التربيــة والتعليــم العالــي لتعزيــز صمــود التجمعــات الســكانية القريبــة مــن 

نشاط
3

سرائيلية، فتحت العديد من المدارس في هذه التجمعات.  المستوطنات ال�إ

ومــن هــذه المــدارس مدرســة غويــن ال�أساســية المختلطــة فــي الســمّوع، ومدرســة سوســيا ال�أساســية 
آتــي يبيــن �أعــداد الطلبــة فــي المدرســتين: المختلطــة فــي يطـّـا والجــدول ال�

 

        الصف
المدرسة

الصف الثالثالصف الثانيالصف ال�أول

�إناثذكور�إناثذكور�إناثذكور

113310غوين

022401سوسيا

2    6    ١ ورتبتها تساوي .........  =  تمثل �أعداد الطلبة في مدرسة غوين ال�أساسية المختلطة بالمصفوفة

2    6    ١ ورتبتها تساوي ........ تمثل �أعداد الطلبة في مدرسة سوسيـا ال�أساسية المختلطة بالمصفوفة ب = 

ما العلاقة بين رتبة كل من المصفوفتين .................؟

(؟
31
، ب

 31
(

 
،)

٢١
 ، ب

٢١
( ،)

11
 ، ب

11
( ما العلاقة بين
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تعريف:
 )

ي هـــ 
= ب

ي هـــ 
 ( ب �إذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وكانــت مدخلاتهمــا المتناظــرة متســاوية ،  تتســاوى المصفوفتــان

والعكــس صحيح.

 ، هل  = ب ؟ لماذا ؟

١ - ٥
        

١
٠       ٢
٥       ٣

 ، ب = 

٤-
           

١
٠       ٢

٩     ٥
 =  مثال )1(: �إذا كانت

الحل: �أ( رتبة المصفوفة  هي 3 × 2 ، رتبة  المصفوفة ب هي 3 × 2 ومنها رتبة  تساوي رتبة ب.

.3 =
23
= ب

23
 ، 5 =

13
= ب

13
 ، 2 =

22
= ب

22
 ، 0 =

12
= ب

12
 ، 4- =

21
= ب

21
 ، 1 =

11
= ب

11
 )ب

ومنها المدخلات المتناظرة متساوية في كل من المصفوفتين  ، ب.

�إذاً المصفوفة  تساوي المصفوفة ب.

 ما قيمة س، ص؟
٢-     6

         
1
2

6-     ٣      ١ 
 = 

ص     -٢
         

1
2

 ٣      ١     ٢س
مثال )2(: �إذا كانت  

الحل: المصفوفتان متساويتان، فمدخلاتهما المتناظرة متساوية.
ص= 6

2س = -6     ومنها      س = -3  
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1 - ١  تمارين ومسائل

س1: يوضــح الرســم البيانــي مبيعــات مصنــع لثلاثــة �أنــواع مــن ال�آلات فــي �أربعــة �أســابيع، �أنظــم هــذه المعلومــات فــي 
مصفوفــة ؟

3-
           

8  

4     16

5-     2,3 

 ، جـ = 
2-

         
6

0      3
 ، ب = 

4       2
          

1-  

0      2
3

    5
 =  س2: �إذا كانت

1( ما رتبة كل من المصفوفات  ، ب ، جـ ؟

 ؟
23
 ، جـ 

13
 ، جـ

12
 ، ب 

22
 2( ما قيمة

 ؟
23
 + جـ 

21
 3( ما قيمة

آتية: س3: �أجد قيمة س، ص في المصفوفات ال�

٢
٣س

 = 
س+٤
ص

 )2          
٩

           
6  

٢      -٢- 
 = 

٣ص
         

6  
١-س      -٢

 )1

= 2ي – هـــ، �أكتــب المصفوفــة بذكــر 
ي هـــ

س4: المصفوفــة جـــ مــن الرتبــة 3×2، �إذا عرفــت مدخلاتهــا بحيــث �أن جـــ
مدخلاتهــا.
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        جمع المصفوفات وطرحها
٢ - 1

)Summation and Subtraction of Matrices(                             

ضمــن النشــاطات الرياضيــة الســنوية لمدرســة عــكا الثانويــة للبنيــن، جــرى علــى ملاعــب المدرســة 
نشاط

1
ســباق لمســافات 100م ،200م ، 500م وكانــت النقــاط التــي حصــل عليهــا �أعلــى 3 طــلاب كمــا 

في الجدول ال�آتي:

سباق 500م سباق 200م سباق 100م           السباق
 الطالب

4 6 8 علي

3 3 11 صلاح

5 5 6 محمد

٦     ٤
         

٨ المصفوفة التي تمثل نقاط علي  

المصفوفة التي تمثل نقاط صلاح ............. المصفوفة التي تمثل نقاط محمد ...........

، والتي تمثل نقاط سباق )200م(.......

٨

١١

٦

المصفوفة التي تمثل نقاط سباق )100م( هي 

١٤

١٤

١١

 = 

٨ + ٦

١١ + ٣

٦ + ٥

المصفوفة التي تمثل مجموع نقاط سباق )100م( ، )200م( تساوي 

مصفوفة الفرق بين نقاط )100م( ، )500م( ..........
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تعريف:
تجمــع المصفوفتــان  ، ب �إذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وتتــم عمليــة جمــع المصفوفتيــن بجمــع 

مدخلاتهمــا المتناظــرة. وتكــون مصفوفــة الناتــج مــن نفــس الرتبــة.

تطــرح المصفوفتــان  ، ب �إذا كان لهمــا نفــس الرتبــة، وتتــم عمليــة طرح المصفوفتيــن بطرح مدخلاتهما 
المتناظــرة. وتكــون مصفوفــة الناتــج من نفــس الرتبة.

 ، �أجد  + ب ،  – ب ؟    
٣     ٠

        
٦  

٠   -٤    ١  
 ، ب = 

٩     ١
        

٣  

١     ٢    -٣  
 =  مثال )1(: �إذا كانت

 ١٢     ١
        

٩

١     -٢     -٢
 = 

٣ + ٦     ٩ + ٣     ١ + ٠  

١ + ٠     ٢ + -٤    -٣ + ١  
الحل:  + ب = 

٦    ١
       

٣-  

١     ٦    -٤  
 = 

٣ – ٦     ٩ – ٣      ١ – ٠ 

١ – ٠      ٢ – -٤      -٣ – ١ 
 – ب = 

 �أجد قيم كل من س، ص، ع ؟
٧     ٣
ع    ص

 = 
٠     ١
١    ٢-

 + 
س     ٢
ص    س

مثال )2(: �إذا كان 

٧     ٣
ع    ص

  = 
س+٠    ٢+١
ص+-١  س+٢

الحل:  

س + 0 = 7	 ومنها	  س = 7

س + 2 = ص	 ومنها	  ص = 9

ص + )-1( = ع	 ومنها	  ع = 8

ضرب المصفوفة بعدد حقيقي:

 مصفوفــة، تنتــج مدخلاتهــا مــن ضــرب كل مدخلــة مــن مدخــلات 
×م
)مصفوفــة، فــ�إن )ك 

×م
 ،ًإذا كان ك عــدداً حقيقيــا�

المصفوفــة  فــي ك. 

 _  )3 		  ١
٢

 )2 		  2 )1    :أجد�       
9    3-
5    0

 =  مثال )1(: �إذا كان
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٦     ١٨-
٠      ١٠

  = ٢ × -٣     ٢ × ٩  
٢ × ٠      ٢ × ٥  

 =  2 )1 :الحل

9
٢

     3
٢

 -

5
٢

        ٠   
 =  ١

٢
  )2

. 3     -9   وتسمى هذه المصفوفة بالمعكوس الجمعي للمصفوفة
5-      ٠

  = - )3

١     3
       

1-  

3-    0     2  
 ، ب = 

1١    3
        

2  

5    ٦     9  
 =  مثال )2(: �إذا كان

  2ب              2( 3ب – ٢ + -  )1 :أجد�                   

٢ + 1٦    -١ + 3-
        

٢- + 2-  

٦- + 5-     ٤      -٦ + ٠ + 9-  
 = 

١     3
       

1-  

3-    0     2  
 2 + 

1١-     3-  
       

2-

5-    ٦-     9-
الحل: ١(  - + 2ب = 

٩-     3 
       

٤-

٥     -٦    -١١-
 =         					   

22     6 
         

٤

10    12     18
 − 

٩     ٣
       

٣-

٦     ٠    -٩
 = 

1١    3
        

2  

5    ٦     9  
 2 − 

١     3
       

1-  

3-    0     2  
 3 = 2 − ٢( 3ب

19-     3 
          

7-

19-    12-    12-
 =           				       					   

           

٢
٩  = 

٤
ص  ٣ − 

س
٣ مثــال )3(: �أجد قيمة س، ص فيما ي�أتي: 2 
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٢
٩  = 

12
3ص  − 

2س
6 الحل: 

٢
٩  = 

2س − 12
 6  − ٣ص

2س – 12 = 2     ومنها           س = 7 

6 – 3ص = 9      ومنها          ص = -1

 
بحيث  + ب = و

  2×3
، �أجد المصفوفة ب

1     2

2    3-

1     5

 =  مثال )4(: �إذا كانت المصفوفة

 

٠
        

٠
٠

        
٠

٠
        

٠
 = 

21
ب

        11
ب

٢٢
ب

        ١٢
ب

2٣
ب

        1٣
ب

 + 

1     2

2    3-

1     5

 ،   + ب = 
21
ب

        11
ب

٢٢
ب

        ١٢
ب

2٣
ب

        1٣
ب

الحل: لتكن  ب = 

0 =
 ٢٣

= 0 ، 1 + ب
13
 = ٠ ، 5 + ب

22
 = 0 ، 2 + ب

1 2
 = ٠ ، -3 + ب 

2 1
= 0 ، 1 + ب 

 11
2 + ب

1- =
 ٢٣

= -5 ، ب
13
= -2 ، ب

 2 2
= 3 ، ب

 1 2
 = -1 ، ب 

2 1
= -2 ، ب 

 11
ب

. المعكوس الجمعي للمصفوفة - = تسمى المصفوفة ب ، 

1-   2-

2-    3

1-   5-

ب = 

المصفوفة + المعكوس الجمعي لها = و ) المصفوفة الصفرية(
�أتعلم
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خصائص جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي: 

اذا كانت ، ب، جـ مصفوفات من نفس الرتبة، ك ∍ ح:
�أ (   + ب = ب +  ..................................... )الخاصية التبديلية(.

ب( ) + ب( + جـ =  + )ب + جـ( ........................ )الخاصية التجميعية(.
جـ(  + و = و +  =  ................................... )المصفوفة الصفرية(.
د -( = )-( +  )( +  = و............................... )المعكوس الجمعي(.

هـ(  ك ) + ب( = ك  + ك ب  ............................)ضرب عدد في مجموع مصفوفتين(.

، 
٢     ١-
٣     ٢-

 = ٢ + 
١     ٢-
٤     ٥

آتية:  مثال )5(: �أجد المصفوفة  في المعادلة ال�

 ( )ب�إضافة المعكوس الجمعي(
١     -٢
٤     -٥-

 + 
٢     ١-
٣     ٢-

 ( = ٢ + ) 
١     -٢
٤     -٥-

 + 
١     ٢-
٤     ٥

الحل: ) 

١-
٢

     ١-
٢

٣-
٢

     ٧-
٢

 =    ومنها   
١    -١-
٧    -٣-  = ٢ + 

٠
        

٠
٠

        
٠

  تســمى معادلــة مصفوفيــة، حيــث  مصفوفــة، 
٢     ١-
٣     ٢-

 = ٢ + 
١     ٢-
٤     ٥

المعادلــة 

�أتعلم

 تسمى معادلة مصفوفية، حيث س ، ص �أعداد حقيقية.
٢
٩

 = 
١٢
٣ص

 _ 
س
٢

وكذلك 



20

1 - ٢  تمارين ومسائل

س1: تحتــوي مكتبــة جامعــة الخليــل علــى 2000 كتــاب علمــي، 2500 كتــاب تاريخــي، 4000 كتــاب �أدبــي، 
وتحتــوي مكتبــة جامعــة بيــت لحــم علــى 5000 كتــاب علمــي، 5500 كتــاب تاريخــي، 6500 كتــاب �أدبــي، وتحتــوي 

ــاب �أدبــي. ــاب تاريخــي، 5000 كت ــاب علمــي، 4500 كت ــة علــى 3500 كت ــة جامعــة النجــاح الوطني مكتب

�أ  ( �أرتب �أعداد الكتب في كل مكتبة في مصفوفات، و�أرمز لها بالرموز  ، ب ، جـ على الترتيب؟
ب( �أجد العدد الكلي للكتب من كل نوع في المكتبات الثلاث، و�أضعها في مصفوفة؟

جـ( كم يزيد عدد الكتب من كل نوع في ب على عدد الكتب التي في  ؟ �أرتب ذلك في مصفوفة؟ 

س2: �أجد ناتج ما ي�أتي:

١    ١
        

١

١    ١    ١
 − 

٤     ٣
        

٥

١    -٢     ٦
 )2 			    

٠   ٠

٠    ٠

٠   ٠

 + 

1-   2-

2-    3

1-   5-

 )1   

٢   ٤-

٠    ٥

٢    ٣

 ،    جـ = 

٣    ٥

١   -٣

٠    ٢

 ،   ب = 

١    ٠

٢   ٣-

١   ٤-

 =  س3: �إذا كانت

�أجد: ( )1 + ب( − 2 جـ          ( )2 + ب( + جـ                    3(  + )ب + جـ(    

			   ٦( )جـ + ب(     ( 2 )4 + جـ(                 5( )ب + جـ(

آتية: س4: �أحل المعادلات المصفوفية ال�

س + ص
         

٨
٠         ٧  = 

٤
    	

٨    
س − ٣ص     ٧  )1
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١١

١٣

١

 = 

٥

٢ص

١-

 ٣ + 

س

١

٤

 )2

آتية: س5: �أحل المعادلات المصفوفية ال�

٠     -٥
٤      ٩  ٣ = ٢ − 

١      ٣
١٠    -٣

 )1


١
٢

 + 
٠     -٢

       
٢-

٠     ١     ٣
 = 

١     ٢
      

٣-

٠     ٥    -٦
 )2
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          ضرب المصفوفات
٣ - 1

)Matrix Multiplication(                    

تعتبــر الســياحة فــي فلســطين مــن مصــادر الدخــل القومــي، ويعتبــر قطــاع الفنــادق مــن عناصــر هــذه 

نشاط
1

السياحة، ويترتب على هذا القطاع  تقديم خدمات مناسبة للنزلاء لتشجيع هذه السياحة.
 �أراد موظــف المشــتريات فــي �أحــد الفنــادق شــراء 20 صندوقــاً مــن البرتقــال، 

10 صناديــق مــن التفــاح، 5 صناديــق مــن المــوز، وكانــت لائحــة ال�أســعار 

ــي:  آت ــن للفواكــه كال� ــي محلي ــدوق الواحــد ف للصن

ــر، وصنــدوق المــوز  ــ�أربعة دناني المحــل ال�أول: صنــدوق البرتقــال بديناريــن، وصنــدوق التفــاح بــ
ــر. بخمســة دناني

المحل الثاني: صندوق البرتقال  بثلاثة دنانير، وصندوق التفاح بثلاثة دنانير، وصندوق الموز ب�أربعة دنانير.
كيف يمكن مساعدة موظف المشتريات على اختيار المحل ال�أنسب لشراء الفاكهة ب�أقل ال�أسعار؟

  ... 

٣

٣

٤

 ...، وتمثل المصفوفة 

٢

٤

٥

٢٠   ١٠    ٥ عدد الصناديق، وتمثل المصفوفة  تمثل المصفوفة 

ثمن الفواكه في المحل ال�أول= 20 × 2 + 10 × ..... + 5 × 5 = 40 + 40 + .... = 105 دنانير 

ثمن الفواكه في المحل الثاني= 20 × ... + 10 × 3 + 5 × .... = 60 + 30 + 20 = 110 دنانير 

١٠٥     ١١٠  = 

٢    ٣

٤    ٣

٥    ٤

 × ٢٠   ١٠    ٥ ويمكن تمثيل هذه العملية 

تعريف:
�إذا كانــت  ، ب مصفوفتيــن، وكان عــدد ال�أعمــدة فــي  يســاوي عــدد الصفــوف فــي ب، فــ�إن المصفوفــة  . ب 

م×هـــ
= جـ

ن×هـــ 
. ب

م×ن
 فــي عــدد �أعمــدة ب(، �أي �أن  معرفــة، والناتــج مصفوفــة جـــ مــن الرتبــة )عــدد صفــوف
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�أكمل الجدول ال�آتي:
نشاط

رتبة المصفوفة٢


رتبة المصفوفة
ب

 . ب
معرفة

 . ب
غير معرفة

رتبة المصفوفة
الناتجة

3×22×3_____2×2

2×32×3..................______

1×3........______3×3

١    ٢    -٥-

٠     ١    -٢

١   -٢    -١-
 ، ب = 

١    ٤-
        

٢

٠     ١    -٢
 =  مثال )1(:   �إذا كانت

�أجــد: .ب ، ب. �إن �أمكن؟

3١
    جـ

2١
جـ

     ١١
جـ

٣٢
    جـ

٢٢
   جـ

١٢
جـ   

=
 3×2

  = جـ 
3×3

 . ب
3×2
  :الحل

١    ٢   -٥-

٠     ١    -٢

١   -٢    -١-

 . 
١    ٤-

        
٢

٠     ١    -٢
جـ = 

= 2 × -1 + -1 × 0 + 4 × -1 = -6 وهــي ناتــج جمــع )ضــرب مدخــلات الصــف ال�أول مــن المصفوفــة  فــي 
١١
جـــ

مدخــلات العمــود ال�أول مــن المصفوفــة ب(. وهكــذا بقيــة مدخــلات المصفوفــة جـــ. 

١- × 4 + ٢- × 1- + ٥- × 2      ٢- × 4 + ١ × 1- + ٢ × 2      1- × 4 + 0 × 1- + 1- × 2
٢ + -٢ × -١- × 1 + ١ + -٢ × -٢      ٠ × -٥ × 1 + ٠ + -٢ × -١     ٠ × ٢ × 1 + ٠ × -١ جـ = 

 
٥    -١٢-

      
٦-

٢     ٥    ٠
جـ =  . ب = 

. غير معرفة، ل�أن عدد �أعمدة ب لا يساوي عدد صفوف  . ب
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ــي  ــة  ف ــن المصفوف ــي الصــف ي م = مجمــوع حواصــل ضــرب المدخــلات ف
ي هـــ

ــة جـــ  المدخل

مدخلات العمود هـ من المصفوفة ب. �أتعلم

.
21
 وكانت جـ =  . ب، �أجـد قيمة جـ

٢    -١ 
٣     ٢-

، ب = 
٣      ١
٢     -٢

 =  مثال )2(: �إذا كانت

1- = 2 × 1 + 1- × 3 =
21
ومنها جـ

 

21
جـ

      ١١
جـ

٢٢
    جـ

١٢
جـ الحل: جـ = 

.  ؟
٢
، م

 ٢
، �أجد  . ب ، ب .  ،  . م

٠     -٢
١     ٠

، ب = 
٨     ٦
٤     ٠

 =  مثال )3(: �إذا كانت

٦    -١٦
٠     -٨

  = 
٠     -٢
١     ٠

 . 
٨     ٦
٤     ٠

الحل:  . ب = 

 . ب ≠ ب .  ألاحظ �أن� 
٨      ٠-
٨      ٦ 

 = 
٨     ٦
٤     ٠

 . 
٠     -٢
١     ٠

 =  . ب

٨     ٦
٤     ٠ 

 = 
١     ٠
٠     ١

 . 
٨     ٦
٤     ٠

 =
 ٢
 . م

٨     ٦
٤     ٠ 

 = 
٨     ٦
٤     ٠

 . 
١     ٠
٠     ١

 =  .
 ٢
م

المصفوفة المحايدة لعملية ضرب المصفوفات الثنائية.
 ٢
.  =  ، م

 ٢
=   م

 ٢
�ألاحظ �أن  . م

آتية: �أحل المعادلة المصفوفية ال�
نشاط

٣٣
٤

 =  .

 

٢      ١
١     -٢
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ل
ص

 =      )من الرتبة 2×1     )لماذا؟  الحل: المصفوفة

٣
٤

٢ل+ص =  
ل-٢ص

 = 
ل
ص

 . ٢      ١
١     -٢

2ل + ص = 3 ....... )1(     ،    ل – 2ص = 4 ........ )2(  

بحل المعادلتين ينتج �أن ل = 2    ،   ص = -1    )�أتحقق من الحل(.

خصائص عملية الضرب على المصفوفات: 

آتية معرفة، ك∍ح ف�إن: �إذا كانت  ، ب ، جـ  مصفوفات بحيث �أن عملية الضرب والجمع في العبارات ال�
١. ) . ب( . جـ =  . )ب . جـ(................. الخاصية التجميعية.

٢.  . )ب + جـ( = ) . ب( + ) . جـ(... توزيع الضرب على الجمع من اليمين.
٣. ) + ب( . جـ   = ) . جـ( + )ب . جـ(.. توزيع الضرب على الجمع من اليسار.

٤.  . م = م .  =  ........................ )م( المصفوفة المحايدة.
٥. ك ) . ب( = ) ك  ( . ب =  . )ك ب(
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1 - ٣  تمارين ومسائل

س1: �أكمل الجدول ال�آتي: 

رتبة المصفوفة


رتبة المصفوفة
ب

 . ب
معرفة

 . ب
غير معرفة

رتبة مصفوفة
الناتج

3×12×3

3×23×2

........3×1______3×2

س2: �أجد ناتج ما ي�أتي )�إن �أمكن(:

١

٢
 . 

٢

٥-
 )2 			 

٨

٩
 . ٣     ١  )1

٢     ٤     -٢
٠    ١٠     ٤
٠     ١     -٧

 . 
١     ٠     -٥
٢    -١     ٦

 )4 		
١     ٠-
٠     -١

 . 
١     ٠
٠    -١

 )3

٣      ٥     ٩
١    -٢     ٤-
٠      ٦     ٠

 ،  جـ = 
٧     ٨     ١٥
٣     ٥     -٦

 ، ب = 

٢    -١

٣     ١

٠     ٥

 =  س3: �إذا كانت

�أجد )�إن �أمكن(: 
2
  )٤                    2 ب(                    3( جـ-( . 2 )2                    1( ب . جـ
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س٤: �أجد قيم س ، ص فيما ي�أتي:

٤    -١٤
٣     -٢  = 

٣     -٢
١    ص

 . 
س    -٢
١      ٠

 �أجد:

٢     ٥     -٣
١    -٢     ٢-
٠      ١     ٤

   جـ = 
٧     ١     ٢
٣    -٥     ١

   ب = 
٣     ٠

١     ٧
 =  س٥: �إذا كان

     ( )1 . ب( . جـ                      2(  . )ب . جـ(                       ( 2 )3 . ب(

     2( )4( . ب                          ٥(  . )٢ب(
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)Determinants( المحددات       
٤ - 1

ســلام الخمســة، فرضــت علــى ســيدنا محمــد صلــى اللــه عليــه وســلم فــي  الصــلاة ركــن مــن �أركان ال�إ

نشاط
1

سراء والمعراج. ليلة ال�إ
والصلــوات المفروضــة خمــس، لــكل منهــا عــدد محــدد مــن ركعــات الفــرض، فصــلاة الفجــر ركعتان، 

وصــلاة الظهــر �أربــع ركعــات، وصــلاة المغرب ...

كل شــكل هندســي منتظــم يمكــن ربطــه بعــدد حقيقــي يمثــل محيطــه، فالمربــع الــذي طــول ضلعــه 

نشاط
٢

4سم يرتبط بالعدد 16سم، والمستطيل الذي �أبعاده 3سم، 4سم يرتبط بالعدد....... 

 ؟
1     2

3     1
 =  بماذا يمكن ربط المصفوفة الثنائية

تعريف:
  يســمى محــدد المصفوفــة )

12 
 × 

21 
( – )

22 
 ×

 11 
(  21 ، فــ�إن المقــدار


           11



22

           12


 = 

2×2 
 إذا كانــت�

.|  | ــه بالرمــز ويرمــز ل

. 
1     2

3     1
 ،  ب = 

3-     6
١
٢

     1
 =  مثال )1(: �إذا كان

�أجد:  | )1 |      2(   | ب |          | )3 . ب |

   6 =3 + 3 = )1 × 3-(  - ) ١
٢

 × 6(  = 
3-     6
١
٢

     1
 = |  |  )1 :الحل

5 = 1 – 6 = )1 × 1( − )3 × 2( = 
٢     ١

٣     1
2(  | ب | = 
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 ، |  . ب | = )9 × 2,5( – )-3 × 2,5( = 30 
3-      ٩ 

2,5    2,5
  )3 . ب =  

 = 7، �أجد قيمة س.
٣     س

٢      ٥
مثال )2(: �إذا كان 

الحل: )3 × 5( – )س × 2( = 7  ومنها  س = 4

تعريف:

 ، ف�إن محدد المصفوفة  هو:

٣1

           21


           11



3٢

           22


           12



٣٣

           23


           13



 =  تعريف: �إذا كانت

٢٢

        ١٢



٢٣
     

١٣
  

31
 +

 

3٢

        ١٢



٣٣
     

١٣
  21


 
−

 

3٢

        ٢٢



33
     

23
  11

 = |  |

 ؟

1-    ٢      ٣
١     -٣     ٢
٠     -٢     ٥

 =  مثال )3(: �أجد محدد المصفوفة

 
١     -٣

٠     -٢
 ١- +  

١     ٢

٠     ٥
 ٣ −  

٣     ٢-

٢     ٥-
 ٢ = |  | :الحل

))0×3-( − )2-×1(( )1-( + ))0×2( − )5×1((3 − ))2-×2( − )5×3-((2 =

35- = ٢+15 − 22- = )2-(1- )5(3 − )11-(2 =
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 = -2، �أجد قيمة س.

٣   -٢     ١-
س    ٢    -١
٤     ٣    -٢

مثال )4(: �إذا كان 

الحل: -3))2 × -2( – )-1×3(( + 2))س×-2( − )-1×4(( + 1 ))س×3( − )2×4(( = -2
-3)-4 + 3( + 2)-2س + 4( + 1)3س − 8( = -2

3 − 4س + 8 + 3س – 8 = -2
3 – س = -2  ومنها  س = 5

1 - ٤   تمارين ومسائل

٣     ٢     ١-
٣     ٢    -١-
٤      ٣    -٢

 )3  ، 
١٢    ٤

٣     ١
 )2  ، 

1     ٣

٤     ٢
س1: �أجد: 1( 

 _ 2ب  + ب ،    . ب ،    ، �أجد 
١     ٤

٠     ٢
 ، ب = 

1-     ٢

٢      ٣
 =  س2: �إذا كانت

٥ = 
س    ١

٣    ٢ 
س3: �أجد قيمة س بحيث 

١١ = 

س    -٢    ١

٠     ١    -١

٥     ٦    ٠

س4: �أجد قيمة س بحيث  
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       النظير الضربي للمصفوفة المربعة
٥ - 1

)Inverse Matrix(                                              

اتفــق شــخصان علــى تكويــن شــيفرات بينهمــا باســتخدام 
نشاط

1
المصفوفــات، بحيــث تــم �إعطــاء كل حــرف مــن حــروف 

اللغة العربية مدلولاً رقمياً، كما في الجدول المقابل:

الرتبــة 2×1،  الرســالة بمصفوفــات مــن  �إرســال  ويتــم 
بحيــث يتفــق الاثنــان علــى مصفوفــة مــن الرتبــة 2×2 يتــم ضربهــا فــي 
ــوم ال�آخــر بفــك  ــة الناتجــة، ويق ــم �إرســال المصفوف ــات الشــيفرة ويت مصفوف

الشــيفرة بعمليــة عكســية لمعرفــة مضمــون الرســالة.

 3     2

2     1
 تشفيرها بضربهما في 

١

24
 ، �أم 

١

2
الرسالة: �أب 

.
3-    2

2    1-
 لفك الشيفرة، �أضرب الرسالة في 

74

49
 ، 

8

5
فتصبح الرسالة 

 ؟
3-    2

2    1-
 ، 

 3     2

2     1
ما العلاقة بين المصفوفتين 

�أحاول مع زميلي تصميم شيفرة لكلمة فلسطين، حسب المعلومات السابقة.

تعريف:
 المصفوفة المحايدة �أو مصفوفة الوحدة(.

٢
) م

 ٢
�إذا كانت  ، ب مصفوفتين ثنائيتين، وكان .ب = ب. = م

.) النظير الضربي للمصفوفة 
1-
( ، 

1-
  = وبالرموز ب ، ِف�إن ب تسمى النظير الضربي لـ

١�أ
٢ب
٣ت
٤ث
٥ج
٦ح
٧خ
٨د
٩ذ
١٠ر
١١ز
١٢س
١٣ش
١٤ص

١٥ض
١٦ط
١٧ظ
١٨ع
١٩غ
٢٠ف
٢١ق
٢٢ك
٢٣ل
٢٤م
٢٥ن
٢٦هـ
٢٧و
٢٨ي
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 �أبين �أن ب =  -1 ؟
2-     5

1     2-
   ب = 

 2     1

5     2
 =  مثال )1(: �إذا كانت

 0     1
1     0

 = 
 1×٢ + 2-×١      2-×2 +

 
5×1

1×5 + 2-×2     2-×5 + 5×2  = 
2-     5

1     2-
 . 

 2     1

5     2
الحل:  . ب = 

 0     1
1     0

 = 
5×٢- + 2×5      2×2- +

 
1×5

5×1 + 2×2-     2×1 + 1×2-  = 
 2     1

5     2
 . 

 2-    5

1    2-
 =  . ب

 . ب = ب .  = م  ومنها  ب =  -1  وكذلك    = ب-1.

�إيجاد النظير الضربي للمصفوفة الثنائية:

تعريف:

0 ≠ |  | 21 =  حيث
-

          22


11

          12

-
 ١
|  |

 = 1-  21 ف�إن

           11



22

           12


 =  إذا كانت�

�إذا كان |  | = 0 ف�إن  ليس لها نظير ضربي )تسمى  مصفوفة منفردة(.

آتية منفردة؟ مثال )2(: �أي من المصفوفات ال�

   
4

     
3
4

 4
3         1

 .)4       
6     3

4     2
 )3       

10   5-

2-    1
 )2       

3-    1

4     2
 )1

 = 0 منفردة.
10   5-

2-    1
 = )1×4( − )-3×2( = 10 ≠ 0 ليست منفردة.   2( 

3-    1

4     ٢
الحل: 1(  

 = -1 ليست منفردة.
2     3

4
4
3       1

 )4      		  = 12 − 12= 0 منفردة.        
6     3

4     ٢
 )3
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.
4     5

7     9
 =  إن �أمكن( حيث�( 1-  أجد� :)مثال )3

1- = 36 − 35 =9×4 – 5×7 = |  | :الحل

.  1 هو- ِأتحقق من �أن النظير الضربي لـ�  
4     7-

5-     9
 = 

4-     7

5     9-
 1
1-  =

 1-

٠      ٣

١      ٢
 = 

5      3

3      2
 .  :آتية مثال )4(: �أحل المعادلة المصفوفية ال�

 من اليسار.
5      3

3      2
الحل: �أضرب طرفي المعادلة بالنظير الضربي للمصفوفة 

     لماذا ؟
5     3-

3-     2
 هو 

5      3

3      2
النظير الضربي للمصفوفة 

) 
5     3-

3-     2
 . 

٠      ٣

١      ٢
 ( = ) 

5     3-

3-     2
 . 

5      3

3      2
 ( . 

      لماذا؟
٦     -٩

١     -١
 = 

0      1

1      0
 . 

٦     -٩

١     -١
 =     ومنهــــا  

٦     -٩

١     -١
 . م = 
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1 - ٥   تمارين ومسائل

آتية )�إن �أمكن(: س1: �أجد النظير الضربي للمصفوفات ال�

 ٠     1

٠     ١
 )3             

 ١     ١
٢

٢      ٤ 
 )2           

 ١     1-

١      ٢
 )1

س     ٩ 

٤     س
 )2       

س     ٢ 

٣      ٣
آتية منفردة حيث 1(  س2: �أجد قيمة س التي تجعل المصفوفات ال�

 ، وكانت ب = 4 ، �أجد ب-1 ؟ 
 ٣      ٤

١      ٢
 =  س3: �إذا كانت

 ،  �أجد: ) . ب(-1 ، ب- . 1-1 ؟    ماذا تلاحظ؟
١     ٢-

١     ١-
 ، ب = 

 ١     ٤-

١     -٢
 =  س4: �إذا كانت

      ٣     -٥
٢      ٦

 . 
 ١      ٠

٢    -١-
 = 

 ٣      ٤

٢      ٣
 . 2  س5: �أحل المعادلة المصفوفية
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1 - ٦   حل �أنظمة المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات
 )Solving Linear System of Equations by Matrices(                              

نظمــت مدرســة ثانويــة رحلــة �إلــى جامعــة النجــاح الوطنيــة فــي مدينــة نابلــس التــي تبعــد 180 كــم عــن 

نشاط
1

المدرســة، فــ�إذا كان معــدل ســرعة الحافلــة علــى الطريــق الســريع 90 كــم/ ســاعة، ومعــدل ســرعتها 
داخل المدن 30 كم/ ساعة، وكان زمن سير الحافلة 4 ساعات.

لو فرضنا عدد ساعات السير على الطريق السريع هو س، وداخل المدن هو ص، ف�إن: 
90س + 30ص= ... ،                  س  + ص= ... ، 

�أحل المعادلتين، ومنها س = 1 ، ص= ....  لماذا ؟ 

لدينا النظام ال�آتي: 3س+ص = 7
نشاط

٢
		    س−ص = 1  

لحل هذا النظام باستخدام المصفوفات:

. �أت�أكد �أن المعادلتين مرتبتان على الصورة  س + ب ص = جـ.

 حيث العمود ال�أول معاملات س والعمود الثاني معاملات ص.
      ٣      ١
١     -١

 =  أكتب مصفوفة المعاملات ولتكن� .

  
٧

١
 ، مصفوفة الثوابت 

س

ص
. �أكتب مصفوفة المتغيرات 

٧

١
  = 

...

...
 . 

      ٣      ١
١     -١

. المعادلة المصفوفية الناتجة هي  

سنتعرف على كيفية حل نظام من معادلتين خطيتين باستخدام المصفوفات.
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1- طريقة النظير الضربي:

آتي باستخدام النظير الضربي: 2س + ص = 4  مثال )1(: �أحل النظام ال�
                                                       5س – 2ص = 1

 
٤

١
 = 

س

ص
 . 

      ٢      ١
٥     -٢

الحل: �أكتب النظام على صورة معادلة مصفوفية  

 من اليمين.
      ٢      ١
٥     -٢

�أضرب طرفي المعادلة المصفوفية بالنظير الضربي للمصفوفة  

     لماذا ؟
١
٩      

٢
٩

٢-
٩      

٥
٩

  هو  
      ٢      ١
٥     -٢

النظير الضربي للمصفوفة  

٤

١
.    

١
٩      

٢
٩

٢-
٩      

٥
٩

 = 
س

ص
 . ) 

      ٢      ١
٥     -٢

 .    
١
٩      

٢
٩

٢-
٩      

٥
٩

  (

١

٢
 = 

س

ص
  ومنها  

١

٢
 = 

س

ص
 . 

 ٠     1

٠     ١

ومنها س = 1 ، ص = 2  )�أتحقق من ذلك(.

٢- طريقة المحددات )طريقة كريمر(.

 ص = ك
1
 س + ب

1
  طريقة كريمر: في  النظام

 ص = ل ، 
2
 س + ب

2
  			 

.
    ك      

 ١


     ل
٢


  =
ص
 ، 

      
١
   ب

 
ك

٢
ل    ب

 = 
س
 ، 0 ≠ |  | ، 

      
١
   ب

 ١


٢
    ب

٢


  =   ص| حيث|
|
 
|

|س| ، ص= 
|
 
|

تكون س = 
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آتي باستخدام طريقة كريمر: 2س – ص = 7 ، س + 2 ص = 1 مثال )1(: �أحل النظام ال�

7

١
 = 

س

ص
 . 

      ١-     2
2     ١

الحل: �أكتب النظام على صورة معادلة مصفوفية 

5 = )1-×1( – )2×2( = |  | مصفوفة المعاملات،  ومنها 
      ١-     2

2     ١
 = 

15 = |
 
 استبدال العمود ال�أول في المصفوفة  بالثوابت، ومنها | س

      ١-     7
2     ١

 
س = 


 استبدال العمود الثاني في المصفوفة  بالثوابت، ومنها | ص | = -5  
      7     2
1     ١

 ص= 

-٥ = -1  )�أتحقق(.
٥

|ص| = 
|
 
|

١٥ = ٣  ،  ص = 
٥

|س| = 
|
 
|

ومنها س = 

٩

١
 = 

س

ص
 . 

      ٥      ٢
١     ١-

آتية بطريقة كريمر  مثال )2(: �أحل المعادلة المصفوفية ال�

 
      ٥      ٩
١     ١-

 ،  ص = 
      ٩      ٢
١      ١

 ،  س = 
      ٥      ٢
١     ١-

 =  :الحل

| |  ،  7 = | س| =  |  ،  7ص | = 14

١٤ = 2   )�أتحقق(.
٧

|ص| = 
|
 
|

٧ = 1  ،  ص= 
٧

|س| = 
|
 
|

س= 
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1 - ٦   تمارين ومسائل

آتية باستخدام طريقة النظير الضربي: س1: �أحل ال�أنظمة الخطيّّة ال�

1( 3س – 4ص = 4    ،      -2س + 4ص = 4

2( س – ص = 3       ،      2س = 6 − ص

آتية باستخدام طريقة كريمر: س2: �أحل ال�أنظمة الخطيّّة ال�

1( س − ص = 8      ،    2س + ص = 1
2( 2 ص − س = 1   ،    2س + ص − ٨ = 0

س3: في نظام من معادلتين خطيّّتين كانت | | ،11 = | س| =  |  ،33ص | = 11، �أجد قيم س ، ص ؟

ــي   ه
      ١     ٢
٣    ١١  =  ــت ــى الصــورة �أس + ب ص + جـــ = ٠ ، كان ــن عل ــن خطيّّتي ــن معادلتي ــي نظــام م س4: ف

 هــي مصفوفــة الثوابــت.
٢-

٩
مصفوفــة المعامــلات، ب = 

�أ ( �أكتب المعادلتين الخطيّّتين بدلالة س ، ص. 

ب( �أستخدم طريقة كريمر لحل النظام.
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1 - ٧   تمارين عامة:

جابة الصحيحة لكل مما ي�أتي: س1: �أضع دائرة حول رمز ال�إ

؟
 32
  ما قيمة 

١    -٣    -٢
٠    -٤     ٤
٢    -٥     ٣

 =  ١. �إذا كانت المصفوفة

د( ٤ 			  جـ( -2 			  ب( -5 			  �أ( ٢

 ما رتبتها ؟
٢    ٥     ٦
١    ٣     ٤

٢. �إذا كانت المصفوفة ب = 

د( ٣،٢ 			  جـ( 6 		 ب( 3×2 		 �أ( 2×3

 ، ما قيمة س ، ص على الترتيب ؟ 
      ٧     ٥
٤    -١

٢س+٣      ٥ = 
   ٤       ص−٢

٣. �إذا كان 

د( ٢،١ 			  جـ( ١،٢ 		 ب( 5،-3 		 �أ( 7،-1

٤. �إذا كانــت  ، ب ، ج مصفوفــات بحيــث �أن  . 2ب = ج ،  مــن الرتبــة 2×3، ج مــن الرتبــة 2×4، فمــا 
رتبــة المصفوفــة ب ؟

د( 6×8 		 جـ( 2×4 		 ب( 2×3 		 �أ( 3×4

 فما قيمة | ٢ | ؟ 
      ٢    -٥
١    -١

 =  ٥. �إذا كانت

د( -28 			  جـ( 12 			  ب( 6 			  �أ( 3

 مصفوفة منفردة؟
    ٢     -٤
٣    ٣س

٦. ما قيمة س التي تجعل المصفوفة 

�أ( 12                 ب( -2                    جـ( 2                   د( صفر
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  �أجد المصفوفة  ؟ 
    ٢     ١
٣     ٢

 = 
ص
 ، 

    ١     ٥
٢     ٧

 =
س
 ٧. �إذا كان

 
    ١     ٢
٢     ٣

          د( 
    ١     ١
٢     ٢

          جـ( 
    ٥     ٢
٧     ٣

      ب( 
    ٢     ٥
٣     ٧

�أ( 

  �أجد )(5 ؟ 
٢     ٠

  ١
٢     ٠  =  ٨. �إذا كانت المصفوفة

    ١     ٠
٠     ١

       د( 
٣٢     ٠

  ١
٠     ٣٢      جـ(  

١٠    ٠

  ٥
٢      ٠

      ب( 
٢     ٠

  ١
٢     ٠

�أ( 

-٣    ٢    ٤ ؟  . 
٢
٠

     ١

٩. ما ناتج 

٦     ٤     ٨-
٠      ٠     ٠
٣     ٢     ٤-

             د( 
٦-
٠

     ٤

-٦    ٠    ٤       جـ(  -٢       ب(   �أ( 

 فما هي المصفوفة  ؟ 
2
 = و

2
١٠. �إذا كانت  مصفوفة من الرتبة الثانية، وكان   + م

- )د
                          2

                    جـ( م
2
               ب( - م

2
�أ( و

، 
    ٣    -٢
٢     ٤

  جـ = 
٢    -٣    ٥
٦    -٥    ٤

 ، ب = 

١    ٠
٢    ١
٢    ٣

 =  س٢: �إذا كانت

آتي )�إن �أمكن(:    �أجد ال�
    ٥     -٤
٢      ٣

 ،  ل= 
٢     ٦    -٢
٤    ١     ٥-
٢     ١     ٣

د= 

�أ( جـ + ل           ب( 3جـ – 2ل        جـ( ).ب( . د        د( ل -1        هـ( | جـ |
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آتية: س3: �أحل المعادلات المصفوفية ال�

    ١      ٠
٢      ٤  

.   
=

 ٢
 − ٣م

    ٤     -٢
٥      ١

ب(  		
    ٧      ٤
٨      ٦

 =٢ + 
    ٣     -٢
٢      ٤

�أ(  

 = 
٢
٤-
     ٦

 . 
٢     ٥    ٤
٢    ٣    ٤-

جـ( 

آتية على شكل معادلات مصفوفية: س4: �أكتب �أنظمة المعادلات ال�

�أ (  2س – 3ص = 0  ،  س + 2ص = 7

ب( س − 3ص + 3ع = 2  ،  4س + ص – ع = 2  ،  5س – ع + ص = 0

س5: �أستخدم طريقة كريمر لحل النظام ال�آتي:
2 ص – 4 س = 2   ،  5س + ص = 8

 = 6  ، �أحسب قيمة س.
١     ٢     ٣
٢     ١    س
٣     ١     ٢

س6: �إذا كان 

 14- = |
 
| = - | ، 21ص

 
س7: فــي نظــام مــن معادلتيــن خطيّّتيــن بمتغيريــن س ، ص كانــت قيمــة ص =  | ، 2س

�أحســب قيمــة س.   

آتي: س٨: �أقيّــم ذاتــي: �أكمل الجدول ال�

مستوى الانجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

 اميز انواع المصفوفات ومسمياتها الاساسية

 اجد محدد المصفوفة

 اوظف خواص المحددات في حل مشكلات حياتية

 احل معادلات مصفوفية بعدة طرق



التفاضل
)Differentiation(

الوحدة الثانية

٢



كيف يمكن �إنشاء مثل هذا الميدان ب�أقل تكاليف ممكنة؟
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع �أنشــطتها �أن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد ال�إ
توظيــف وقواعــد الاشــتقاق فــي الحيــاة العمليّــة مــن خــلال ال�آتــي:

• التعرف �إلى مفهوم متوسط التغير للاقتران ق)س( و�إيجاده.	

• التعرف �إلى مفهوم المشتقة ال�أولى للاقتران، و�إيجادها باستخدام التعريف.	

• يجاد مشتقات بعض الاقترانات.	 التعرف على قواعد الاشتقاق، واستخدامها ل�إ

• �إيجاد معادلة المماس، ومعادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند نقطة تقع عليه.	

• �إيجاد المشتقة ال�أولى باستخدام قاعدة السلسلة.	

• �إيجاد القيم القصوى المحلية للاقتران.	
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         متوسط التغير
1 - ٢)Rate of Change( 						    

أمــراض، لهــذا يلجــ�أ الكثيــر مــن ال�أشــخاص �إلــى المحافظــة  ــمنة مــن �أســباب كثيــر مــن ال� تعتبــر السُّ
نشاط

1
على كتلهم �أو التخفيف من هذه الكتل. 

بيســان فتــاة فلســطينية اتبعــت برنامجــاً غذائيــاً معينــاً للتخفيــف مــن كتلتهــا، حيــث كانــت كتلتهــا قبــل 
البــدء بهــذا البرنامــج 80كغــم، وبعــد عشــرة �أيــام مــن اتباعهــا للبرنامــج �أصبحــت كتلتهــا 78كغــم، 

أولــى؟ أيــام العشــرة ال� وبعــد خمســة �أيــام �أخــرى �أصبحــت كتلتهــا 77 كغــم، �ألاحــظ التغيــر فــي كتلــة بيســان فــي ال�
أيام العشرة ال�أولى = 78 _ 80 = -2كغم، �أي �أن كتلة بيسان نقصت 2كغم.  التغير في كتلة بيسان في ال�

أيام الخمسة التالية ........................؟ التغير في كتلة بيسان في ال�

تعريف:
 تمثــل التغيــر فــي س 

1
 – س

2
فــ�إن ��س = س

 2
�إلــى س

  1
�إذا كان ص = ق)س( اقترانــاً، وتغيــرت فيــه س مــن س

وتقــر�أ دلتــا س.

ــي ص  ــر ف ــل التغي ( تمث
1
( _ ق)س

2
= ق)س

 1
_ ص

 2
ــث ��ص = ص ــر ص، حي ــي س تتغي ــر ف ــى التغي ــاءً عل وبن

ــا ص. وتقــر�أ دلت

.4 = 
2
 = 1 �إلى س

1
مثال )1(: �إذا كان ص = ق )س( =2س + 3 �أجد ��س ، ��ص ،  عندما تتغير س من س

3 = 1 – 4 = 
1
– س

2
الحل: ��س = س

( =  ق)4( – ق)1( =11 – 5 = 6
1
( – ق)س

2
 = ق)س

1
– ص

2
��ص = ص

تعريف:

 متوســط التغيــر للاقتــران ق)س( عندمــا 
)
1
( – ق)س

٢
ق)س

1
 – س

2
س  = 1

_ ص
 2
ص

1
 – س

2
س

 = 
��ص 
��س

يســمى المقــدار 

  .2
ــى س �إل

  1
ــر س مــن س تتغي
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= 5، �أجــد متوســط التغيــر 
2
= 2 �إلــى س

1
مثــال )2(: �إذا كان ص= ق)س(=2س2 + 4 ، سح ، وتغيــرت س مــن س

للاقتران ق)س(.

 
)
1
( – ق)س

٢
ق)س

1
 – س

2
س الحل: متوسط التغير = 

٥٤ – ١٢
٥ – ٢  = 

ق)٥( – ق)٢(
٥ – ٢  =

14 =

ــر  ــدار 2، �أجــد متوســط التغي = 3 بمق
1
ــن س ــال )3(: �إذا كان ص= ق)س( = 1 – 3س ، سح، وزادت س م مث

ــران ق)س(. للاقت

 
)
1
٢( – ق)س

ق)س

1
2 – س

س
الحل: متوسط التغير = 

 
1
– س

2
��س = س

5 = 
2
 – 3      ومنها       س

2
2 = س

١٤ _ -٨-

٥ – ٣  = 
ق)٥( – ق)٣(

٥ – ٣
متوسط التغير = 

3- =

2- =
1
مثال )4(: �إذا كان متوسط تغير الاقتران ص = ق)س( عندما تتغير س من س

 = 9 يساوي -6 ، �أجد:       
2
�إلى س

�أ( التغير في ص              ب( ق)9( علما ب�أن ق)-2( = 6

11 = ٢- – 9 =
  1

 – س
2
الحل: �أ( التغير في س = ��س = س

 = -6، ومنها ��ص = -6 × 11 = -66
��ص
١١

 = 
��ص 
��س

متوسط التغير= 

1
2 – ص

ص
 
ب( ��ص =

= ق)9( – ق)-2(
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-66 =  ق)9( _ 6

ق)9( = -66 + 6 = -60

�إذا كان الشكل المجاور يمثل منحنى الاقتران

�أتذكر
 )

2
،ص

2
( ، ب)س

1
 ،ص

1
ص= ق)س(، والنقطتان )س

1
_ ص

 2
ص

1
 – س

2
س

واقعتين عليه، ف�إن ميل المستقيم القاطع ب =  

1 �أي 
_ ص

 2
ص

1
 – س

2
س

ومتوســط التغير للاقتران ص= ق)س( يســاوي 

�أن متوســط التغيــر للاقتــران يســاوي ميل المســتقيم القاطع.

مثال )5(: تقع النقطتان )-1، -3(، ب)3، 9( على منحنى الاقتران

ص= ق)س(، �أجد ميل المستقيم القاطع ب.

1
2 – ص

ص

1
2 – س

س
 = 

��ص 
��س

الحل: ميل المستقيم القاطع ب = 

3 = 
3- – 

9
1- – 3

 =


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٢ - ١   تمارين ومسائل

س1: �إذا كان ص = ق)س(= 5س _ 1 �أجد ��س ، ��ص عندما تتغير س:

3,8 = 
2
 = 2 �إلى س

1
�أ  ( من س

2- = 
2
 = 4 �إلى س

1
ب( من س

آتية: س2: �أجد متوسط التغير للاقتران ص = ق)س( في الحالات ال�

  4 =
 2
= 7 �إلى س

 1
�أ  ( ق)س( =  س _ ٣ ، عندما تتغير س من  س

 = 2 ، ��س = 4 
1
ب( ق)س( = س2 _ 1 ، عندما  س

= 4 هو 13، �أجد:
 2
 = 1 �إلى س

1
س3: ليكن ص = ق)س( اقتراناً، وكان متوسط تغير الاقتران عندما تتغير س من س
�أ( التغير في ص                           ب( ق)4( علما ب�أن ق)1( = 6

س4: �إذا كان ق)س( = س + ٧ ، �أجــد ميــل القاطــع المــارّ بالنقطتيــن )-٢ ، ق)-٢(( ، ب)٣ ، ق)٣((.



49

     مفهوم المشتقة ال�أولى
٢ - ٢

)First Derivative( 						    

ــون،  ــاك هدّاف فــي ملاعــب كــرة القــدم الفلســطينية هن

نشاط
1

ولــكل هــدّاف مهــارات تختلــف عــن ال�آخــر في تســديد 

الكــرات الثابتــة والمتحركــة، ويقــوم مــدرب الفريــق 

بتكليــف �أمهــر هدّافيــه بتســديد الكــرة باتجــاه المرمــى 

حســب موقــع خطــ�أ الخصــم. وكلمــا اقتربــت المســافة بيــن مــكان التســديد 

والمرمــى، زادت فرصــة تســجيل الهــدف. لذلــك تعتبــر ضربــة الجــزاء هدفــاً 

محقّقاً عند كثير من الفرق الرياضية.

عــلامَ يعتمــد الهــدّاف فــي تســديد الكــرة باتجــاه المرمــى؟ الســرعة، 

..............................؟

= 2 ، �أكمل الجدول ال�آتي:
1
�إذا كان ق)س( = 2س ، س

نشاط
321١��س٢

٢  ١
٣  

 + ��س(
١
١٤.......6......10ق)س

٣
 

)
١
 + ��س( _ ق)س

١
ق)س

��س
22.......2.......

، ومعامل س في ق)س( ؟ ..................
)
١
 + ��س( _ ق)س

١
ق)س

��س
 
0س🜂

ما علاقة 
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(( هي:
١
،ق)س

 ١
تعريف: المشتقة ال�أولى للاقتران ص= ق)س( عند النقطة )س

 
١
س=س

�أو ص/    |   

١
س=س

ص  | 
س

( �أو 
١
 ويرمز لها بالرمز ق/ )س

)
١
 + ��س( _ ق)س

١
ق)س

��س
  

0س🜂

)
١
 + هـ( _ ق)س

١
ق)س

هـ

0هـ 

                                    = )
١
وللتبسيط يمكن كتابة ��س= هـ ، فتكون ق/ )س

مثال )1(: �إذا كان ق)س( = 5 ، �أجد ق/ )٢( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

٥ _ ٥
هـ  

 
0هـ

 = 
ق)٢ + هـ( _ ق)٢(

هـ
     

0هـ
الحل: ق/ )٢( = 

= صفر

مثال )2(: �إذا كان ق)س( = 3س، �أجد ق/ )١( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

 
٣)١ + هـ( _ ٣)١(

هـ
  

0هـ
= 

ق)١ + هـ( _ ق)١(
هـ

 
0هـ

الحل: ق/ )١( = 

٣هـ
هـ

  
0هـ

 = 
٣ + ٣هـ _ ٣

هـ
  
0هـ

 =         

٣ =

مثال )3(: �إذا كان ق)س( = 5 – 2س، �أجد ق/ )٤( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟

5 _ ٨ _ ٢هـ + ٣
هـ

 
0هـ

 = )٨
5_2)٤+هـ( _ )٥_

هـ
  
0هـ

ق)٤+هـ( _ ق)٤( =
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )٤( = 

-2هـ
هـ

  
0هـ

٢- =

مثال )4(: �إذا كان ق)س( = 3س2 + 1، �أجد ق/ )٢( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة؟

٣)٢ + هـ(٢ +١ _ )٣)٢(٢ + ١( 
هـ

  
0هـ

ق)٢ + هـ( _ ق)٢( = 
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )٢( = 
                      

٣)٤+٤هـ+هـ٢(+١ _ )٣×٤+١(
هـ

 
0هـ

 =

هـ)١٢ + ٣هـ(
هـ

  
0هـ

 
١٢هـ + ٣هـ٢

هـ
  
0هـ

١٣ + ١٢هـ + ٣هـ٢ _ ١٣ = 
هـ

  
0هـ

 =

  ١٢ + ٣هـ = ١٢ + ٣×٠
0هـ

 =

١٢ =
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ق)٢( _ ق)٢ + هـ(
٥هـ

  
0هـ

مثال )5(: �إذا كان ق)٢( = ٨ ، ق/ )٢( = ٢ �أجد     

ق)٢+هـ( _ ق)٢( 
هـ

  
0هـ

 ١-
٥

ق)٢( _ ق)٢ + هـ( = 
٥هـ

  
0هـ

الحل: 

		 لماذا؟ -١  ق/ )٢(   
٥

 = 

 ٢-
٥

 = ١ × ٢-
٥

 = 

  + هـ [.
٣

 
،

 
مثال )٦(: �إذا كان متوسط تغير الاقتران ص = ق)س( عندما تتغير س في الفترة ] ٣

هـ٢ _ ٥هـ ، �أجد ق/ )٣(.
هـ

يساوي 

هـ٢ _ ٥هـ
هـ

ق)٣+هـ( _ ق)٣( = 
هـ

الحل: متوسط التغير = 

هـ٢ _ ٥هـ 
هـ

  
0هـ

ق)٣+هـ( _ ق)٣( = 
هـ

  
0هـ

ق/ )٣( = 

هـ)هـ _ ٥( = -5
هـ

  
0هـ

 =

1  + هـ [ عندما تؤول هـ �إلى الصفر.
س

 
،
 1
( تساوي نهاية متوسط التغير للاقتران ق)س( في الفترة ] س

١
�ألاحظ �أن ق/ )س

مثال )٧(: �إذا كان ق)س( = س2 + 3، �أجد ق/ )س( باستخدام تعريف المشتقة، ثم �أجد ق/ )٢( ؟

)س+هـ(٢ + ٣ _ )س٢+٣( 
هـ

  
0هـ

ق)س+هـ( _ ق)س( = 
هـ

  
0هـ

الحل: ق/ )س( = 

)س٢ + ٢س هـ + هـ٢( + ٣ _ ) س٢ + ٣( 
هـ

   
0هـ

 =

س٢ + ٢س هـ + هـ٢ + ٣ _ س٢ _ ٣
هـ

   
0هـ

 =

هـ)٢س + هـ(
هـ

   
0هـ

 = 
٢س هـ + هـ٢

هـ
   
0هـ

 =

   )٢س + هـ( = ٢س
0هـ

=

ومنها  ق/ )٢( = 2 × 2 = 4

قترانات كثيرة الحدود التي درجتها �أقل من ٣. ملاحظة: سنقتصر �إيجاد المشتقة ب�إستخدام التعريف على ال�إ
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٢ - ٢   تمارين ومسائل

س1: باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة، �أجد ق/ )س( عند النقطة المعطاة في كل حالة:

�أ (  ق)س( = 2س _ 7 ، س = -3 

ب( ق)س( = 3 _ س  ، س = 2

 ١
٢

جـ( ق)س( = س2 + س  ، س = - 

س2: �إذا كان ق/ )٣( = 8 ، �أجد:

ق)٣ + هـ( _ ق)٣(
هـ

   
0هـ

�أ (  

ق)٣ + هـ( _ ق)٣(
٢هـ

   
0هـ

ب( 

ق)٣( _ ق)٣ + هـ(
هـ

   
0هـ

جـ( 

= 3 + ھ
2
 = 3 �إلى س

1
س3: �إذا كان متوسط تغير الاقتران ص = ق)س( عندما تتغير س من س

٢ ، �أجد قيمة ق/ )٣(.
)-١ + هـ(

يساوي  

 5 = 
١
 هــي التغيــر فــي الاقتــران ص = ق)س( عندمــا تتغيــر س مــن س

٧هـ _ هـ٢
٤

س4: �إذا كانــت ��ص =           

 = 5 + هـــ، �أجــد ق/ )٥(.
٢
�إلــى س

س5: �إذا كان ص = ق)س( = س2 + 1 ، �أجد ق/ )س( باستخدام تعريف المشتقة.
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          قواعد الاشتقاق
٢ - ٣

)Differentiation Rules(   					   

نشاط
1

شــاهدت منــى علــى طاولــة والدهــا لوحــة كمــا فــي 
الشــكل المجــاور، فســ�ألت والدهــا: مــا هــذه اللعبــة يــا 
�أبــي؟ �أجابهــا ال�أب: �إنهــا لعبــة الشــطرنج. هــل تســمح 
لــي يــا �أبــي �أن العــب معــك هــذه اللعبــة؟ قــال لهــا: يــا 
بنيّتــي لهــذه اللعبــة قواعــد، يجــب علــى اللاعــب تعلمهــا لكــي يحــرك 
القطــع المختلفــة المكونــة لهــذه اللعبــة. فمثــلاً يتحــرك الملــك خطــوة 
ــة، �أو المهــارة يســهّل  ــم قواعــد اللعب ــي كل الاتجاهــات. �إن تعلّ واحــدة ف
تطبيقهــا وفهمهــا و�إتقانهــا. ومــن �أســماء القطــع فــي لعبة الشــطرنج: الفرس، 
والفيل. كيف تتحرك هذه القطع؟ ..............................

حــاول همّــام �إيجــاد ق/ )٢( حيــث ق)س( = 2س5 + س3 – 2س2 باســتخدام تعريــف المشــتقة عنــد 

نشاط
٢

نقطة، فبد�أ بالحل بالطريقة التي تعلمها في الدرس السابق كما ي�أتي:

ق)٢ + هـ( _ ق)٢(
هـ

    
0هـ

ق/ )٢( = 

٢)٢ + هـ(٥ + )٢+هـ(٣ _ ٢)٢+هـ(٢ _ ٦٤
هـ

  
0هـ

ق/ )٢( = 

فوجد صعوبة في �إيجاد هذه النهاية، كيف سيجد همّام ق/ )٢( ؟

قاعدة )1(: �إذا كان ق)س( = جـ حيث جـ عدد حقيقي، ف�إن ق/ )س( = صفر. ∀ س  ح.

مثال )1(: �إذا كان ق)س( = 3 ، �أجد ق/ )س( ، ق/ )5(

الحل: ق/ )س( = صفر لجميع قيم س  ح

ق/ )٥( = صفر
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قاعدة )2(: �إذا كان ق)س( = س ، ف�إن ق/ )س( =  س-١ ،  عدد حقيقي، س ≠ 0 

آتية: ص في كل من الحالات ال�
س

مثال )٢(: �أجد المشتقة ال�أولى 

ب(  ص = س_5 ، س ≠ 0 					    �أ (  ص = س٤

س ، س ≤ 0 د (  ص=  	          		 ١ ، س ≠ ٠
س٣

جـ(  ص = 

الحل: �أ(  ص = س4

ص = 4 س4-1 = 4س3 ، ∀ س  ح
س

ب(  ص = س_5 ، س ≠ 0

ص = -5 س-1-5
س

        = -5س-6

١ = س-3 
س٣

جـ( ص = 

	 ٣-
س٤

ص = -3 × س-3-1 = -3 س-4 = 
س

   

  ،  س ≤ 0
١
٢ س = س د(  ص  =  

 ، س < ٠
١

س ٢
 = ١

١
٢ ٢س

 = 
 ١

٢
 
١ س-

٢
  = 

١ _ ١
٢ ١ س

٢
ص = 

س
   

قاعــدة )٣(: �إذا كان الاقترانــان ق)س(، هـــ)س( اقترانيــن قابليــن للاشــتقاق عنــد س، وكانــت   ح، وكان 
هـــ)س(=  ق)س(، فــ�إن هـــ/ )س( =   ق/ )س(.

مثال )٣(: �إذا كان ق)س( = 2س5 ، �أجد ق/ )س( ، ق/ )-١(.

الحل: ق)س( = 2س5

ق/ )س( = 2 × 5 س5-1 = 10س4 

ق/ )-١( = 10 × )-1( 4   =10 × 1= 10
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قاعــدة )٤(: �إذا كان الاقترانــان ك)س( ، )س( قابليــن للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( = ك)س( + )س( ، 
/ )س(.

 + )ــ�إن ق/ )س( = ك/ )س ف

مثال )٤(: �إذا كان ك)س( = س ، 2)س( = 2س، ق)س( = ك)س( + )س(، �أجد ق/ )س( ، ق/ )٠(؟

/ )س( 
 + )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

 = )2 س( + )2(
 = 2س + 2

ق/ )٠( = 2×0 + 2 = 2

قاعدة )٥(: �إذا كان الاقترانان ك)س( ، )س( اقترانين قابلين للاشتقاق عند س ، وكان
/ )س(.

 _ )س( ، ف�إن ق/ )س( = ك/ )س( _ )ق)س( = ك)س

مثال )٥(: �إذا كان ك)س( = 5س ، )س( = 2س3 ، ق)س( = ك)س( _ )س(، �أجدق/ )س(، ق/ )-٢( ؟

/ )س(
 _ )الحل: ق/ )س( = ك/ )س

ق/ )س( = 5 – 6س2 

ق/ )-٢( = 5 – 6 )-2(2 
24 – 5 = 

19 - = 

ويمكن تعميم القاعدتين السابقتين لتشمل �أكثر من اقترانين.

مثال )٦(: �إذا كان ق)س( = س2 _ 5س + 6 �أجد ق/ )س( ، ق/ )٣(

الحل: ق)س( = س2 _ 5س + 6

ق/ )س( = 2س _ 5 + صفر

ق/ )٣( = 2×3 _ 5

1 =

/ )١( = ٢ وكان ق)س( = ك)س( _ ٢)س( ، �أجد ق/ )١( ؟ 
 ، مثال )٧(: �إذا كان ك/ )١( = ٣

/ )س(
الحل: ق/ )س( = ك/ )س( _ ٢

)١( /
ق/ )١( = ك/ )١( _ ٢

1- =  2 × 2 _ 3 =
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قاعــدة )٦(: �إذا كان الاقترانــان ق)س( ، هـــ)س( اقترانيــن قابليــن للاشــتقاق، وكان ل)س( = ق)س( × هـــ)س( فــ�إن 
ل/ )س( = ق)س( × هـ/ )س( + هـ)س( × ق/ )س(

وبالكلمات ل/ )س( = الاقتران ال�أول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران ال�أول.

س=2
ص | 

س  
مثال )٨(: �إذا كان ص = )س2+3س+2( )5س+1( �أجد

الحل: ص = )س2 +3س+2 ( )5س+1(

ص = الاقتران ال�أول × مشتقة الاقتران الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الاقتران ال�أول 
س

ص = )س2 +3س+2 (×5 + )5س+1(×)2س + 3(
س

)3 + 4 ( × )1 + 10( + 5×)2 + 6 + 4( = 
س=2

ص | 
س

137 = 77 + 60 =

/)2( = 6 وكان
  ، 4 = )2(  ،  3 = )2(/5 ، ك = )مثال )٩(: �إذا كان ك)2

             ق)س( = ك)س( × )س( ، �أجد  ق/)2(.

/)س( + )س( × ك/)س( 
 × )الحل: ق/)س( = ك )س

/)2( + )2( × ك/)2(  
 × )2( ك = )ق/)2

 3 × 4 + 6 × 5 =
42 = 12 + 30 =

 ، ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق ، هـ)س( ≠ ٠ ف�إن: 
ق)س(

هـ)س(
قاعدة )٧(: �إذا كان الاقتران ل)س( = 

هـ)س( × ق/)س( _ ق)س( × هـ/)س(
)هـ)س((٢

ل/)س( = 

 
المقام × مشتقة البسط _ البسط × مشتقة المقام

)المقام(٢
وبالكلمات ل/)س( = 
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٥ ، �أجد ق/)س(.
٢

٣س + ١ ، س ≠ 
٢س _ ٥

مثال )١٠(: �إذا كان ق)س( = 

المقام × مشتقة البسط _ البسط × مشتقة المقام
)المقام(٢

الحل: ق/)س( = 

)٢س _ ٥(×٣ _ )٣س + ١(×٢
)٢س _ ٥(٢

 =

١٧-
)٢س _ ٥(٢

 = 
٦س _ ١٥ _ ٦س _ ٢

)٢س _ ٥(٢
 =

 ، هـ)س( ≠ صفر، وكان ق/)2( = -1 ، ق)2( = 1 ، هـ)2( = 2،
ق)س(

هـ)س(
مثال )١١(: �إذا كان ل)س( = 

ل/)2( = -2 �أجد هـ/)2(.  

هـ)س( × ق/)س( _ ق)س( × هـ/)س(
)هـ)س((٢

الحل: ل/)س( = 

هـ)٢( × ق/)٢( _ ق)٢( × هـ/)٢(
)هـ)٢((٢

ل/)2( = 

٢ × -١ _ ١ × هـ/)٢(
٢(٢(

 = 2-

-8 = -2 _ هـ/)٢( 

ومنها هـ/)٢( = 6   لماذا ؟

 ، س ≠ -1 �أجد ق/)1(، علماً ب�أن هـ)1( = 2 ، هـ/)1( = 3
هـ)س(

س+١
مثال )١٢(: �إذا كان ق)س( = 

)س+١( × هـ/)س( _ هـ)س( × ١
)س+١(٢

الحل: ق/)س( = 

)١+١( × هـ/)١( _ هـ)١(
٢(٢(

ق/)1( = 

٢هـ/)١( _ هـ)١(

٤
 =

١ = 
٤

٤
 = 

٢ × ٣ _ ٢

٤
 =
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أولــى للاقتــران ق)س(، فــ�إن  قاعــدة )٨(: �إذا كان ص = ق)س( اقترانــاً قابــلاً للاشــتقاق، وكانــت ق/)س( هــي المشــتقة ال�

٢ص �أو ص//.
س٢

أولــى للاقتــران ق/)س( تســمى المشــتقة الثانيــة للاقتــران ق)س( ويرمــز لهــا بالرمــز ق//)س( �أو  المشــتقة ال�

٣ص �أو ق)٣( )س( �أو ص///، وهكذا.* 
س٣

وكذلك يرمز للمشتقة الثالثة للاقتران ق)س( بالرمز ق///)س( �أو 

مثال )١٣(: �إذا كان ق)س(= س3 – 4س2 + 3س + 2 �أجد ق/)س(، ق//)س(، ق)٣( )س(.

الحل: ق/)س( = 3س2 - 8 س + 3 
ق//)س( = 6س - 8  

ق)٣( )س( = 6

س=٢
ص  | 

٣
س٣ 

 ،
س=2 

٢ص | 
س٢

 .
س=2 

ص | 
س

مثال )١٤(: �إذا كان ص = 3س2 – 5س  + 7 ، �أجد 

7 =
س=2  

ص | 
س

ص = 6س – 5  ومنها  
س

الحل: 

6 =
س=2 

٢ص | 
س٢

٢ص = 6  ومنها  
س٢

 

= صفر.
س=٢ 

ص  | 
٣

س٣ 
ص  = صفر  ومنها  

٣
س٣ 

 

.)٠(//
 ١( = ٢٢، �أجد قيمة الثابت ب، ثم �أجد(/

 س( = ٣س٤ + ب س٢، وكانت( إذا كان� :)مثال )١٥

/)س( = ١٢س٣ + ٢ب س
 :الحل

/)١( = ١٢)١(٣ + ٢ب )١(


٢٢ = ١٢ + ٢ب

١٠ = ٢ب  ومنها  ب = ٥

/)س( = ١٢س٣ + ١٠س


//)س( = ٣٦س٢ + ١٠


٠( = ١٠(//


٣ ≥  ، )(المشتقة النونية يرمز لها بالرمز ق *
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٢ - ٣   تمارين ومسائل

آتية: ص لكل من الاقترانات ال�
س

س1: �أجد 

ب( ص = 5س + 3  	  				  
١
٢

�أ ( ص = 

س٢ د ( ص =  7س2 + ٣ 	  		 ٣ + 5س ، س ≠ 0
س٢

ج( ص = 

، س ≠ -٣ ، عندما س = 1
س

س + ٣
و ( ص =  		 هـ( ص = )2س + 5( )3 _ س3(       

س2: �أجد ق/)٣(، علماً ب�أن ق)س( = س2 _ س + 5

س3: �إذا كان ق)س( = س2 + 3س، وكان ل)س( = ق)س( + 3ھـ)س(، ھـ)2( = 5، هـ/)2( = 1 �أجد ل/)٢(.

-١ ، �أحسب  ق/)٢(؟
٤

 ، س ≠ 
٣س+٢
٤س+١

س4: �إذا كان ق)س( =  

س5: �إذا كانت ق)س( = س3 ل)س( + هـ)س(، وكان ل)2( = 5، هـ/)2( = 7 ، ل/)2( = _3 فما قيمة ق/)٢( ؟

س6: �أجد المشتقة الثانية لكل من الاقترانات �إزاء النقط المبينة بجانبها:

�أ  ( ق)س( = س4 – 2س3 + س + 1   ،       س = 2

، س < 0   	 ،       س = 1 	
١

س
ب( هـ)س( = 

س7: �أجد المشتقة ال�أولى والثانية والثالثة للاقتران ق)س( = 2س4 + س3 _ 4س + 1، ثم �أبين �أن ق)٥( )١( = صفر.
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			٢ - ٤ تطبيقات هندسية )المماس والعمودي(    Tanget Line

غالبيــة المســارات التــي ترُكــب فــي الملاهــي هــي 

متعرجــات تصمــم علــى شــكل منحنيــات، وذلــك نشاط
ضفــاء البهجــة والســرور للمتنزهيــن. وتســير العربات  ل�إ
فــي هــذه المســارات المتعرجــة بصــورة مســتقيمة، 
ــوة  ــث تظهــر ق ــات، حي ــى العرب ــة عل ــع ال�أجســام عمودي ــوة دف وتكــون ق
وهميــة تؤثــر علــى ال�أجســام، وتشــعر الشــخص ب�أنــه على وشــك الســقوط، 
ــر ذلــك. �أي النقــاط التــي تكــون فيهــا  وتشــعره بالخــوف، والحقيقــة غي
حركــة العربــة تمثــل خطـّـاً مســتقيماً علــى هــذه المنحنيــات )يمكــن 

الاستعانة بالشكل المجاور(؟
النقاط: �أ ، ب ، جـ ، ..... ، ......، ......، ... هل يمكن حصر النقاط؟

تعريف:
 )

١
( الواقعــة عليــه يســاوي ق/ )س

1
، ص

1
- ميــل الممــاس المرســوم لمنحنــى الاقتــران ص= ق)س( عنــد النقطــة )س

)
١
= ق)س

 1
(، ص

١
(، حيــث م = ق/ )س

1
 = م)س _ س

1
ومعادلتــه هــي: ص _ ص

-١ ، م ≠ ٠ 
م

( الواقعــة عليــه يســاوي 
1
، ص

1
- ميــل العمــودي علــى منحنــى الاقتــران ص= ق)س( عنــد النقطــة )س

.)
١
= ق)س

1
(، ص

١
(، حيــث م = ق/ )س

1
-١ )س _ س

م
 = 

1
ومعادلتــه هــي: ص – ص

ــه يســاوي  ــ�إن ميل ــاً ف ــاس �أفقي ــون المم ــا يك ــة: عندم ملاحظ
ــينات. ــور الس ــاً لمح ــون موازي ــراً، ويك صف

تمثل ميل 
 1
المشتقة ال�أولى للاقتران ص = ق)س( عند س = س

 ،
1
المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة التي �إحداثها السيني = س

 
( يمكننا �إيجاد معادلة المماس

1
 ، ص

1
وبمعرفة نقطة التماس )س

لمنحنى الاقتران، ومعادلة العمودي عليه.

�أ
ب

جـ
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مثال )1(: �أجد ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( = س3 – س2 +1 عندما س= 3.

الحل: ميل المماس عند )س = 3( هو ق/ )٣(
ق/ )س( = 3س2 – 2س
ق/ )٣( = 3×23 – 2×3

21 =
21 =

س=٣ 
ميل المماس | 

( الواقعة عليه. ١
٢

 عند النقطة )1 ، 
س٣

س٢+١
مثال )2(: �أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران ق)س( = 

الحل: معادلة المماس هي:

)
1
 = م )س – س

1
ص – ص

) ١
٢

 ، 1( = )
1
، ص

 1
نقطة التماس هي )س

( = م = ق/ )١(  ١
٢

ميل المماس عند )1 ، 

))س٢+١( × ٣س٢( – )س٣ × ٢س(
)س٢ + ١(٢

لكن ق/ )س( = 

)١ ٢+١( × ٣×١ ٢( – )٣١ × ٢ × ١((
٢١ + ١(٢(

ق/ )١( = 

٢ × ٣ – ٢
٢ ٢

 =

١ = 
٤

٤
 = 

٦ _ ٢

٤
 =

�أي �أن معادلة المماس هي: 

 = 1 )س – 1(
١
٢ ص – 

١ = س – ١
٢

ص – 

0 = ١
٢

ص – س + 
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مثال )3(: �أجد النقطة/النقاط على المنحنى ص = ق)س( = س2 _ 4س + 5، والتي يكون عندها المماس �أفقياً.

))
1
، ق)س

 1
( = )س

1
، ص

1
الحل: نقطة التماس هي)س

بما �أن المماس �أفقي ف�إن المماس // محور السينات، ميل المماس = صفر  

( = صفر
1
ق/ )س

ق/ )س( = 2س _ 4

 _ 4 = صفر
1
( = 2س

1
ق/ )س

2 = 
1
ومنها  س

نقطة التماس هي )2 ، ق)2(( = )2 ، 1(            لماذا ؟

مثــال )4(: �أجــد معادلــة العمــودي علــى الممــاس لمنحنــى الاقتــران ق)س( = )س2+1()س+1( عنــد النقطــة )1، 4( 
الواقعــة عليــه.

الحل: معادلة العمودي على المماس لمنحنى عند النقطة )1 ، 4( هي:

( = )1، 4( ، م = ق/ )١(
1
 ، ص

1
( حيث )س

1
م-١ )س _ س  =

 1
ص _ ص

ق/ )س( = )س2 + 1(×1 + )س + 1( × 2س 

= س2 + 1 + 2س2 + 2س

= 3س2 + 2س + 1

ميل المماس = ق/ )١( = 3×)1(2 + 2×1 + 1 

6 =

 ٦-١ ومنها ميل العمودي = 

١ )س _ 1(
٦

معادلة العمودي هي ص _ 4 = _ 

٦ص + س _ ٢٥ = ٠        لماذا؟
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٢ - ٤   تمارين ومسائل

 س ≠ -٣ ، عندما س = -2.
س٢ + ٢
س + ٣

س١. �أجد ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( = 

ــة  ــد النقط ــران ق)س( = س3 + 2س2 _ س + 1 عن ــى الاقت ــاس لمنحن ــى المم ــودي عل ــة العم س٢. �أجــد معادل
ــه. ــة علي )0 ،1( الواقع

ــي  ــران ق)س( = )س2 _ ٤()٢س + ١( الت ــى الاقت ــى منحن ــة عل ــاط الواقع ــيني للنقطة/النق ــي الس حداث ــد ال�إ س٣. �أج
ــاً. ــا �أفقي يكــون الممــاس عنده

س٤. �أجــد معادلــة الممــاس المرســوم لمنحنــى الاقتــران ق)س( عنــد النقطــة )0، 7( الواقعــة عليــه، ويعامــد المســتقيم 
١
٣

الــذي ميلــه = _ 

س٥. �إذا كان ق)س( = س2 + 5س _ 2 ، وكان ميــل الممــاس لمنحنــى ق)س( عندمــا )س = 1( يســاوي 11، 

. أجــد قيمــة الثابــت�
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٢ - 5  قاعدة السلسلة )مشتقة الاقتران المركب(
 Chain Rule    					       		

ــر هــذه الشــجرة  ــون، وتعتب تشــتهر فلســطين بزراعــة شــجرة الزيت

نشاط
1

رمــزاً مــن رمــوز صمــود الشــعب الفلســطيني فــي �أرضــه،  وتــزرع 
ــرة  ــد �أســهمت وف ــس، وق ــن محافظــة نابل ــي مناطــق واســعة م ف
كميــات  �إنتــاج "زيــت الزيتــون" فــي توفيــر بيئــة مناســبة لصناعــة 
الصابــون فــي نابلــس. وتعتبــر صناعــة الصابــون النابلســي المصنــوع مــن زيــت الزيتــون 

من �أشهر الصناعات الفلسطينية، ويمكن تمثيل ذلك:

الصابون .........بالصناعة   ............ بعصر الثمارشجرة الزيتون

ننــا نعــرف الاقتــران  �إذا كان ق)س(، هـــ)س( اقترانيــن بحيــث مــدى هـــ)س( ⊇ مجــال ق)س( ف�إ
نشاط

٢
المركب )قΟهـ()س( = ق)هـ)س((.

�أكمل ما يلي: �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = 2س _ 1 ف�إن:

)قΟهـ()س( = ق)هـ)س((
2).............( =

		   = ٤س٢ _ ٤س + ١                 لماذا؟

)قΟهـ( / )س( = ٨س _ ٤ ،

هل يمكن �إيجاد )قΟهـ( / )س( بطريقة �أخرى ؟

قاعدة السلسلة:
�إذا كان هـــ)س( اقترانــاً قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، وكان ق)س( قابــلاً للاشــتقاق عنــد هـــ)س( فــ�إن الاقتــران المركــب 

)قΟهـــ()س( يكــون قابــلاً للاشــتقاق عنــد س، ويكــون )قΟهـــ( / )س( = ق/ )هـ)س((هـــ / )س(.
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مثال )١(: �إذا كان ق)س( = س3 + 2س + 5 ، هـ)س( = س2 + 1 ، �أجد )قΟهـ( / )س(، ثم �أجد )قΟهـ( / )١(.

الحل: )قΟهـ( / )س( = ق/)هـ)س((هـ/)س(

لكن ق/)س( = 3س2 + 2 ، هـ/)س( = 2س

ومن ذلك )قΟهـ( / )س( = ق/)س2 + 1( × ٢س
= )3)س2  + 1(2 + 2(×2س ،	 لماذا؟
= 6س5 + 12س3 + 10س ،         لماذا؟

)قΟهـ( / )١( = 6 × 1 + 12 × 1 + 10 × 1 = 28

مثال )٢(: �إذا كان ق)س( = س2– 1 ، هـ)س( = 2س + 1 �أجد )قΟهـ( / )٤(، )هـΟق( / )٤(

الحل: )قΟهـ( / )٤( = ق/)هـ)٤((هـ/)٤(

ق/)س( = 2س  ،  هـ/)س( = ٢

هـ)٤( = 9  ،  هـ/)٤( = 2 ،

)قΟهـ( / )٤( = ق/)٩( × ٢

2 × 18 =

36 =

)هـΟق( / )٤( = هـ/)ق)٤((ق/)٤(

= هـ/)١٥( × ٨

٢ × ٨ = ١٦ =

نتيجة )1(:
�إذا كان ص = ق)(،  = هـ)س(، اقترانين قابلين للاشتقاق، ف�إن ص = ق)هـ)س(( وبالتالي:

ص  = ق/)( × هـ/)س(
س

 


س

ص × 


 =


س

ص × 


ص  = 

س
�أي �أن   

ص .  
س

 ،   + 2 = 2س + 1 ، �أجد 
 = مثال )3(: �إذا كانت ص


س

ص × 


ص  = 

س
الحل: 



66

= )2ع +1( × 2 

= )2)2س+1( + 1( × 2 
= ) 4س + 3 ( × 2

= 8س + 6 

ص  عندما س = 0
س

مثال )4(: �إذا كانت ص = م2 + 2م ، م = س2 + س + 1 ، �أجد 

م
س

ص × 
م

ص  = 
س

الحل: 

 = )2م + 2( )2س + 1(

 عندما س = 0  تكون  م = 1 

ص  = )2×1 + 2( )2×1+0( = ٤
س

 

مثال )5(: �إذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث �أن: هـ/)١( = 4، ق/)١( = -1 ،
ق/)٦( = -2، هـ)١( = 6 ، �أجد )قΟهـ( / )١(.

الحل: )قΟهـ( / )١( = ق/)هـ)١((هـ/)١(
= ق/)٦( × 4 

8- = 4 × 2- =

نتيجة )2(:
�إذا كانت ص = )ق)س(( ،  عدد نسبي وكان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، ف�إن:

ص  = )ق)س((-١  . ق/)س(
س

ص .
س

مثال )6(: �إذا كانت ص = )4س + 2(3  �أجد 

ص  = 3)4س + 2(2 × 4
س

الحل: 

= 12 )4س + 2(2
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٢ - ٥   تمارين ومسائل

س١. �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س + 1 �أجد )قΟهـ( / )س(.

ص .
س

س٢. �إذا كانت ص = )2س _ 1(2 ، �أجد 

ص .
س

س٣. �إذا كان ص =  ، 1 + 5 _ 2 = 2س + 3 ، �أجد 

س٤. �إذا كان م)س( = )س2 – س(4 ، �أجد م/)2(.

س٥. �إذا كان ق)س( = هـ)3س2 + 1( ، �أجد ق/)١(، علماً ب�أن هـ/)١( = ٥ ، هـ/)٤( = ٢.

س٦. �إذا كان ق)س( ، هـ)س( اقترانين قابلين للاشتقاق على ح بحيث �أن: هـ/)٢( = 3، ق/)٢( = 5، ق/)٤( = -2، 

هـ)2( = 4، ق)٢( = ٣، هـ/)٣( = ١، �أجد )قΟهـ( / )٢(، )هـΟق( / )٢(
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القيم القصوى 			    ٢ - ٦
)Extreme Values(  							     

مهنــة صيــد الســمك فــي قطــاع غــزة مــن �أكثــر المهــن التــي تُــدرّ 

دخــلاً، لكــن وبســبب اســتمرار الحصــار علــى قطــاع غــزة باتــت نشاط
أفقــر، فمســاحة الصيــد المســموحة لهم  شــريحة الصياديــن هــي ال�
طلاق نار مســتمر من  فقيرة بال�أســماك، كما يتعرض الصيّادون ل�إ
زوارق الاحتــلال، لتضــاف مهنــة الصيــد �إلــى عشــرات المهــن ال�أخــرى التــي تعانــي 
البطالــة فــي القطــاع، يخاطــر الصيــاد بحياتــه لتوفيــر قوتــه وقــوت �أســرته، ففــي شــهر 
نيســان يجمــع الصيــادون �أكبــر كميــة ممكنــة مــن ســمك الســردين، وتقــل كميــة هــذا 

النــوع مــن الســمك فــي شــهر �أيلــول، حيــث تكــون الكميــة قليلــة جــداً، وتتفــاوت الكميــة فــي باقــي �أشــهر الســنة. �أحــاول مــع 
زميلي رسم منحنى تقريبي يبين كميات السمك التي تجمع في �أشهر السنة.

يبين الشكل المجاور منحنى الاقتران ص = ق)س( المعرف على ح،

 �أكبر من قيمة الاقتران عند جميع قيم س المجاورة 
1
- نلاحظ �أن قيمة الاقتران عند س = س

.)
1
هي ق)س

 1
، لذلك يقال �إن للاقتران ق)س( قيمة عظمى محلية عند س

1
 ـس ل

 �أصغــر مــن قيمــة الاقتــران عند جميع قيم 
2
- كمــا نلاحــظ �أن قيمــة الاقتــران عنــد س = س

.)
٢
 هي ق)س

2
، �أي �أن للاقتران ق)س( قيمة صغرى محلية عند س

٢
س المجاورة لـ س

- تسمى القيم العظمى والصغرى المحلية للاقتران قيماً قصوى له.

ــرة  ــات كثي ــى الاقتران ــم القصــوى عل ــتنا للقي ــي دراس ملاحظــة: ســنقتصر ف
ــط. ــة ح فق ــداد الحقيقي ــة ال�أع ــى مجموع ــة عل الحــدود المعرف

تعريف:
نه يقال �أن ق)جـ(: �إذا كان ص = ق)س( اقتراناً وكانت س = جـ في مجال الاقتران، ف�إ

�أ. قيمة عظمى محلية للاقتران، �إذا كانت ق)جـ( ≤ ق)س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.
ب. قيمة صغرى محلية للاقتران، �إذا كانت ق)جـ( ≥ ق)س( لجميع قيم س المجاورة لـِ جـ.

)
٢
ق)س

٢
س

)
١
ق)س

1
س
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يجاد القيم القصوى المحلية: استخدام المشتقة ال�أولى ل�إ

�إن التمثيــل البيانــي ل�أي اقتــران علــى مجالــه يســاعد فــي تحديــد نقــط القيــم القصــوى المحليــة للاقتــران، ولكــن: كيــف 
أولــى لهــذا الاقتــران فــي تعييــن القيــم القصــوى المحليــة لــه؟  تســاعدنا المشــتقة ال�

آتية، و�ألاحظ العلاقة بين �إشارة ق/)س( والقيم القصوى للاقتران. �أت�أمل ال�أشكال ال�

فــي الشــكل )�أ(: ق)جـــ( قيمــة عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(، ق/)جـــ( = صفــر، �إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة 

لقيــم س > جـــ �إلــى ســالبة لقيــم س < جـــ .

ــرت مــن  ــر، �إشــارة ق/)س( تغي ــران ق)س(، ق/)جـــ( = صف ــة للاقت ــي الشــكل )ب(: ق)جـــ( قيمــة صغــرى محلي ف

ســالبة لقيــم س > جـــ �إلــى موجبــة لقيــم س < جـــ .

في الشكل)ج(: ق/)جـ( = صفر، �إشارة ق/)س( موجبة لقيم س > جـ وموجبة لقيم س < جـ .

ق)جـ( ليست قيمة قصوى محلية للاقتران.

ماذا تستنتج؟

نتيجة )1(:

�إذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للاشتقاق، وكانت ق/)جـ( = صفراً، حيث جـ  مجال ق)س(، ف�إن:

�أ.  �إذا تغيــرت �إشــارة ق/)س( مــن موجبــة لقيــم س > جـــ �إلــى ســالبة لقيــم س < جـــ فــ�إن ق)جـــ( قيمــة 
عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(.

ب. �إذا تغيــرت �إشــارة ق/)س( مــن ســالبة لقيــم س > جـــ �إلــى موجبــة لقيــم س < جـــ  فــ�إن ق)جـــ( قيمــة 
صغــرى محليــة للاقتــران ق)س(.

يسمى هذا باختبار المشتقة ال�أولى للقيم القصوى.
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١ س3 _ 3س2 + 8 س + 2.
٣ مثال )1(: �أعيّن جميع القيم القصوى للاقتران ق)س( = 

الحل: ق/)س( = س2 _ 6س + 8 
ق/)س( = 0

س2 _ 6س + 8 = 0
)س _ 2 ( ) س _ 4 ( = 0

س = 2 ، 4

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س	        4                           2

صفرصفر

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن موجبــة حيــث س > 2 �إلــى ســالبة حيــث س < 2  ق)٢( قيمــة عظمــى محليــة       
ق)س(. للاقتــران 

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > 4 �إلــى موجبــة حيــث س <4  ق)٤( قيمــة صغــرى محليــة للاقتــران 
ق)س(.

 ٢٦
٣ القيمة العظمى المحلية = ق)٢( = 

 ٢٢
٣ القيمة الصغرى المحلية = ق)٤( = 

مثال )2(: �أعيّن القيم القصوى للاقتران = س2 – 6س + 9.

الحل: ق/)س( = 2س – 6

ق/)س( = 0

2س – 6 = 0

س = 3

�إشارة ق/)س(–  –  –   – – –  –  + + + + + + + +

س                          3

صفر

ــة  ــرى محلي ــة صغ ــث س < ٣  ق)٣( قيم ــة حي ــى موجب ــث س > ٣ �إل ــالبة حي ــن س ــرت م ــارة ق/)س( تغي �إش
للاقتــران ق)س(.

القيمة الصغرى المحلية = ق)٣( = 9 – 18 + 9 = 0
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مثال )3(: �إذا كان ق)س( = س3 _ 12س _ 5 ، س  ح ، �أجد قيم س التي عندها قيم قصوى للاقتران ق)س(.

الحل: ق/)س( = 3س2 _ 12

ق/)س( = صفر
3س2 _ 12 = 0
س2 _ 4 = ٠

س = 2 �أو  -2

�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +   –  –  –   – – –  –       + + + + ++

س	        ٢                           -2

صفرصفر

ــد )س= -2(  ــة حيــث س < -٢  عن ــى موجب ــة حيــث س > -٢ �إل ــرت مــن موجب �ألاحــظ �أن �إشــارة ق/)س( تغي
يوجــد قيمــة عظمــى محليــة للاقتــران ق)س(.

�إشــارة ق/)س( تغيــرت مــن ســالبة حيــث س > ٢ �إلــى موجبــة حيــث س < ٢  عنــد )س= 2( يوجــد قيمــة صغــرى 
محليــة للاقتران ق)س(.

مثال )4(: �أعيّن القيمة/ القيم القصوى المحلية �إن وجدت للاقتران ق)س(= س3 ، س  ح. 

الحل: ق/)س( = 3س2
ق/)س( = 0   

3س2 = 0
س = 0

 
�إشارة ق/)س(+ + + + + + + +     + + + + + + + +

س                        صفر

صفر

لم تتغير �إشارة ق/)س( حول )س = 0(، ومنها لا توجد للاقتران ق)س( قيمة قصوى محلية.
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٢ - 6   تمارين ومسائل

آتية:  س١. �أعيّن القيمة/ القيم القصوى �إن وجدت لكل من الاقترانات ال�
�أ .  ق)س( = 4س _ 2س2         ،    س  ح
ب. ق)س( = س)س2 _ 12(   ،    س  ح

جـ. ق)س( = س3 – 3س + 2       ،     س  ح 
د.  ق)س( = - س2 +10س + 5    ،     س  ح 

س٢. �أعيّن القيم القصوى المحلية للاقتران ق)س( = س2 – 2س + 1  ،  س  ح 

س٣. �إذا كان للاقتران ق)س( = - س2 + ب س -3 ، س  ح قيمة عظمى محلية عند س = -2 فما قيمة ب؟

س٤. �إذا كان ق)س( = س3 – 5 ، س  ح، �أبيّن �أنه لا توجد للاقتران ق)س( �أي قيم قصوى.

آتــي يبيــن �إشــارة ق/)س(، �أجــد قيــم س التــي عندهــا قيــم قصــوى للاقتــران ق)س( و�أبيّــن نوعهــا، علمــاً  س٥. الشــكل ال�
بــ�أن ق)س( كثيــر حــدود معــرّف علــى ح.

�إشارة ق/)س( + + + + + + + +      –  –  –   – – –  –       + + + + +   +

س	       2                     -2

صفرصفر
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٢ - 7   تمارين عامة:

جابة الصحيحة لكل مما ي�أتي: س1: �أختار رمز ال�إ

1- �إذا كان متوسط تغير الاقتران ق)س( في الفترة ]-4 ، 2[ يساوي 3 ، ق)-4( = 2 ما قيمة ق)2(؟

د( 18 			  جـ( 16 			  ب( 26 			  �أ( 20 

2- ما ميل المستقيم القاطع لمنحنى الاقتران ق)س( المارّ في النقطتين �أ )1، 3( ، ب )3، 9(؟ 
د( 6 			  جـ( 2 			  ب( 3 			  �أ( -3

س، ما قيمة ق/)٤(؟ 3- �إذا كان ق)س( = 

د( ٢ 			  ١
٤ جـ(  		 ١٢ ب( -  			  ١

٢ �أ( 

٥ عند س = 2 ؟ 
4- ما ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( = س٢ _ ١

	٥٣ د(  	    		 جـ( ١٥  		 ٢٠
٩ ب( -  			  ٤

٩ �أ( 

ص  عندما س= -١ ؟ 
س

5- �إذا كانت ص = )س – 1(٥ ما قيمة 

د( ٨٠جـ( صفرب( ٢٥�أ( ٥

6- �إذا كان ق)س( = س2 ، هـ)س( = س – 2 ما قيمة )قΟهـ(/)١( ؟

د( 4جـ( صفرب( 2�أ( -2

١ س6 + 10، ما قيمة ق/ )1( ؟ 
٣ 7- �إذا كان ق)س( = 6س2 – 

د( 10جـ( 20ب( 16�أ( 6 

8- �إذا كان ق)س( = س2، هـ)س( = س + 1 فما قيمة )هـΟق(/ )٢( ؟

د( 2جـ( 4ب( 1�أ( 3

 عندما س = 3 ؟   
٢ص 

س٢
9- �إذا كانت ص = )1 – 2س(2 ما قيمة 

د( ٢٠جـ( -٨ب( ٨�أ( -20
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10- �إذا كان ق)س( = هـ)3س2+1( فما قيمة  ق/)س( ؟

د( 3س هـ/)3س2+1( ج( 6س هـ/)3س2+1( ب( 3 هـ/)3س2+1(�أ( 3س2 هـ/)3س1+2( 

= 5 هو 10، �أجد ق)5( علماً
 2
= 2 �إلى س

 1
س٢: �إذا كان متوسط تغير الاقتران ق)س( عندما تتغير س من س

       ب�أن ق)2( = 6 ؟       

س٣: �إذا كان متوسط التغير للاقتران ق)س( = س2 + 3 عندما تتغير س من 2 �إلى  يساوي 6 فما قيمة الثابت  ؟

س٤: �إذا كان ق)س( = س2 + 1، �أجد ق/)3( باستخدام تعريف المشتقة عند نقطة.

ق)٢ + هـ( _ ق)٢( 
هـ

  
0هـ

س٥: �إذا كان ق)س( = )س2+2( )3س+4( �أجد 

س٦: �إذا كان م )س( = س2 × ق)س(  �أجد م/)3( علما ب�أن ق)3( = -2 ،  ق/)3( = 5 

س٧: �أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى ق)س( = س3 + 5س2– 3 عند النقطة التي �إحداثيها السيني = 1 

س٨: �أجد قيمة الثابت  التي تجعل ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = س2 + 3س + 1 مساوياً 4 عندما س = 1 

س٩: �أجد القيم القصوى للاقتران ق)س( = س3 + 3س2 + 7

س١٠: �أقيّم ذاتي: �أكمل الجدول ال�آتي:

مستوى الانجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

 �أجد متوسط التغير

 �أستخدم القواعد  في ايجاد المشتقات

�أجد مشتقات الاقترانات واحل مسائل منوعة عليها



حصاء والاحتمال ال�إ
)Statistics and Probability(

الوحدة الثالثة

٣



ناث في فلسطين. �أقارن بين عدد الذكور وعدد ال�إ
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع �أنشــطتها �أن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد ال�إ
ــة مــن خــلال ال�آتــي: توظيــف التوزيــع الطبيعــي المعيــاري فــي الحيــاة العمليّ

• التعرف �إلى العلاقة بين العلامة المعيارية والعلامة الخام.	

• حساب العلامة المعيارية، وتفسيرها.	

• التعرف �إلى التوزيع الطبيعي المعياري، وخواصّه.	

• استخدام جدول التوزيع الطبيعي في �إيجاد المساحة تحت المنحنى.	

• توظيف خواص التوزيع الطبيعي في حل مسائل عملية.	
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			 العلامة المعيارية 
٣ - ١)Standard Score( 				  

�إذا كانــت علامتــا الطالبــة رنيــم فــي مبحثــي الرياضيــات والفيزيــاء هــي 93 ، 88 علــى الترتيــب، فهــل 
نشاط

يعنــي ذلــك �أن تحصيــل الطالبــة رنيــم �أفضــل فــي الرياضيــات ؟ ................... لمــاذا ؟ 1
.......................

للحكــم علــى �أفضليــة التحصيــل، لا يكفــي �أن نعتمــد علــى العلامــة فقــط، و�إنمــا نحتــاج �إلــى معرفــة الوســط الحســابي، 
والانحــراف المعيــاري لعلامــات جميــع طلبــة الصــف.

الوسط الحسابي )µ(: هو مجموع القيم )المشاهدات( مقسوماً على عددها.

    �أتذكر

 = 1=

س




 

الانحراف المعياري )(: هو الجذر التربيعي لمتوسط مربعات انحرافات القيم عن وسطها الحسابي. 



        

   = 1=

٢) −
 

)س



 

 
           

هــي:        نيســان،  شــهر  مــن  �أيــام  خمســة  فــي  صفــد  مدينــة  فــي  الحــرارة  درجــات  كانــت  �إذا 
نشاط

٢
8،12،14،16،20  �أجد الوسط الحسابي، والانحراف المعياري لدرجات الحرارة.

................................... = 
    

 = 1=

س





الوسط الحسابي  

.......................... =



                

   = 1=

٢) −
 

)س


الانحراف المعياري 

تبعد درجة الحرارة 16 عن الوسط الحسابي بمقدار .........................
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Standard Score: )( العلامة المعيارية
القيمة الخام: هي القيمة ال�أصلية التي نحصل عليها في اختبار �أو مقياس ما، ويرمز لها بالرمز "س".

ــي تبعدهــا القيمــة )العلامــة( الخــام عــن الوســط الحســابي،  ــة الت ــات المعياري ــة: هــي عــدد الانحراف ــة المعياري العلام
 _ س

 = 


وبالرمــوز فــ�إن: 

آتــي الــذي يبيــن علامــات ثلاثــة طلاب فــي الرياضيات  معتمــداً علــى المعلومــات الــواردة فــي الجــدول ال�
نشاط

٣
والمحاسبة. �أجيب عن كل مما ي�أتي:

تحصيل بلال �أفضل في .................................................
�أجد العلامة المعيارية للطالب بلال في الرياضيات والمحاسبة 

1,8 = 
64 – 82

10
 = 
 _ س

 = 
١



العلامة المعيارية للرياضيات 

2 =
  70 – 80

 =
5

 
 _ س

 = 
2



العلامة المعيارية للمحاسبة 

تحصيل بلال �أفضل  في المحاسبة؛ ل�أن علامته
المعيارية في المحاسبة �أكبر من العلامة المعيارية

في الرياضيات.

تحصيل يامن �أفضل في..................

المحاسبةالرياضيات

6470الوسط الحسابي

 105الانحراف المعياري

8280بلال

6470يامن

6060كنان

تحصيل كنان �أفضل في.................           

مثــال )1(: مــزارع فلســطيني يــزرع البنــدورة فــي ســهل مــرج ابــن عامــر، كان الوســط الحســابي لكتلــة )300( صنــدوق 
بنــدورة 17 كغــم، وانحرافهــا المعيــاري )2( كغــم، اختيــرت 3 صناديــق، وكانــت كتلهــا 13 كغــم،  19 كغــم، 17 كغــم 

علــى الترتيــب. �أجــد العلامــة المعياريــة لكتــل كل مــن الصناديــق الثلاثــة.

  ،الوسط الحسابي للكتل µ ،حيث ع هي العلامة المعيارية، س الكتلة الخام ،
 _ س

 = 


الحل: 

الانحراف المعياري لها.

2- =
  17 _ 13

 =
1


2
- العلامة المعيارية للصندوق ال�أول 

1 =
  17 _ 19

 =
2


2
- العلامة المعيارية للصندوق الثاني 
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= صفر
  17 _ 17

 =
3


2
- العلامة المعيارية للصندوق الثالث 

مثــال )2(: حصلــت عهــد علــى علامــة مــا فــي الرياضيــات، وكانــت العلامــة المعياريــة المقابلــة لهــا )5‚1( علماً ب�أن الوســط 
الحســابي لعلامــة طالبــات صفهــا كان )85( والانحــراف المعيــاري )6(، �أجــد علامــة عهد في اختبــار الرياضيات.

 _ س
 =

 



الحل: 

،  ٩ = س – ٨٥   ومنها   س = ٩٤
س _ ٨٥  

 
٦

 = 1,5

مثال )3(: �إذا كانت �أعمار )5( �أشخاص كال�آتي: 20، 8، 12، 14، 16، �أجد:

1( العلامة المعيارية المناظرة ل�أعمار هؤلاء ال�أشخاص.
٢( الوسط الحسابي للعلامات المعيارية.
٣( الانحراف المعياري للعلامة المعيارية.

١٤ = 
70
5

 = 
٢٠ + ١٦ + ١٤ + ١٢ + ٨

5
 =
    

 = 1=

س





الحل: 

س _ )س _ (٢)س _ (العمر )س(
 =

 




206361,5 = 
6
4

16240,5 = 2
4

صفر1400

122-40,5- = 2-
4

86-361,5- = 
6-
4

صفر80المجموع
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٨٠
٥ =١٦ =٤ =



                

   = 1=
2
) −

 

)س



2( الوسط الحسابي للعلامات المعيارية:

1,5- + 0,5- + 0 + 0,5 + 1,5

5
= 

    

				           = صفر  

٣( الانحراف المعياري للعلامات المعيارية: 



                

   = 

1=

٢
)  −

 
 (

٥
=

٢)0_١,5-( + ٢)0_٠,5-( + ٢)0_(٢ + )٠0_٠,5( + ٢)0_١,5(
    

1 = 5
5  = 




 مجموعــة مــن القيــم ال�أصليــة، وكانــت العلامــات المعياريــة 

، .........، س

٢
، س

١
نتيجــة: �إذا كانــت س

فــ�إن الوســط الحســابي  لمجموعــة هــذه العلامــات 
 
 ،............ ،

٢
 ،

١
 المقابلــة لهــا هــي

.١ = 

 يســاوي صفــراً، والانحــراف المعيــاري لهــا

مثال )4(: �إذا كانت العلامات المعيارية المناظرة ل�أطوال ٥ �أشجار صنوبر كال�آتي:

      ل ، ٠,٥ ، صفر، -٠,٥، -١,٥ فما قيمة ل

الحل: ل + ٠,٥ + 0 + -٠,٥ + -١,٥ = صفر 

ل + -١,٥ = صفر  				          

ل = ١,٥ 				  

مثال )5(: �إذا كانت علامتا طالبين في امتحان المحاسبة 70 ، 88 وكانت علامتاهما المعياريتان المناظرتان
-0,8 ، 1 على الترتيب، ما الوسط الحسابي والانحراف المعياري لعلامات طلبة الصف في الامتحان؟

  
 _ س

 = 
         
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  _ ٧٠
 = 0,8-

            

)1( ..........  – ٧٠ = 0,8- :وبالضرب التبادلي
                    

 _ ٨٨
 = ١

  


	
       )2( ..........   ٨٨ =  :وبالضرب التبادلي

       

�أحل المعادلتين )1( ، )2( بالحذف

  88 =   	

  ٧٠ = 0,8-        
                 

١٠ =  18 ومنها = 1,8 بالطرح

     ٧٨ =  ومنها   وبالتعويض في �إحدى المعادلتين ينتج �أن ١٠ = ٨٨

�أي �أن الوسط الحسابي = 78  والانحراف المعياري = 10
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٣ - ١  تمارين ومسائل

آتــي 40 كغــم، 50 كغــم، 60 كغــم، 70 كغــم، 55 كغــم.  س1: فــي مزرعــة خــراف، �إذا كانــت كتــل )5( خــراف كال�
�أجــد العلامــات المعياريــة للكتــل؟

س2: �إذا علمــت �أن علامــة علــي فــي امتحــان اللغــة العربيــة 72، وفــي المحاســبة 69، وفــي الرياضيــات 75، والوســط 
الحســابي لعلامــات طلبــة الصــف فــي المــواد الثــلاث بالترتيــب هــو 69، 68، 79، والانحــراف المعيــاري 1، 4، 2، 

فــي �أي المــواد كان تحصيــل علــي �أفضــل؟

س3: �إذا كان الوســط الحســابي ل�أطــوال �أشــجار الصنوبــر فــي محيــط بــرك ســليمان فــي بيــت لحــم 17متــراً والانحــراف 
المعيــاري لمجموعــة ال�أطــوال يســاوي ٣م، �أجــد ال�أطــوال الحقيقيــة لل�أشــجار التــي العلامــات المعياريــة ل�أطوالهــا هــي: 

.1,8- ، 2

آتــي 0,٥ ، 0,٥ك ، -١,٥ ، ٠ ، -٥,0،  س4: �إذا حولــت القيــم الخــام لمجتمــع �إحصائــي �إلــى علامــات معياريــة وكانــت كال�
�أجــد قيمــة ك ؟ �أتحقــق �أن الانحــراف المعيــاري للعلامات المعيارية يســاوي ١.

ــان -2 ، 3 علــى الترتيــب. �أجــد الوســط الحســابي  ــان المعياريت ــان 44 ، 84 تقابلهمــا العلامت س5: �إذا كانــت العلامت
والانحــراف المعيــاري لتوزيــع العلامــات ال�أصليــة؟

س6: �إذا كانــت العلامــات المعياريــة المقابلــة للعلامتيــن 85 ، 70 هــي 1 ، -2 علــى الترتيــب. �أحســب العلامــة 
المعياريــة للعلامــة الخــام 75.
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		 التوزيع الطبيعي المعياري
٣ - ٢)Standard Normal Distribution( 				  

تكمــن وظيفــة الهيموجلوبيــن فــي الــدم، ب�أنـّـه يقــوم بحمــل ال�أكســجين والغــذاء �إلــى الخلايــا الحيويّــة 

نشاط
1

ــدّدة  ــتويات مح ــن فــي مس ــون نســبة الهيموجلوبي ــق الجســم، ويجــب �أن تك ــة فــي جميــع مناط كافّ
ــن �أعضــاء الجســم مــن القيــام بوظائفهــا بكفــاءة  نســان وجنســه، حتــى تتمكّ تختلــف حســب عمــر ال�إ
آتــي: عنــد الذكــور البالغيــن: مــن   عاليــة. والمســتوى الطبيعــي للهيموجلوبيــن يجــب �أن يكــون كال�
نــاث: مــن 11 - 14 جــرام/ ديســيليتر، وعنــد ال�أطفــال: مــن  5‚١٣ - 5‚١٧جــرام/ ديســيليتر، عنــد ال�إ

أم الحامل: من 11 - 14 جرام/ ديسيليتر. 11 - 16 جرام/ ديسيليتر، وعند ال�
�إذا كانت نسبة الهيموجلوبين عند سيدة عمرها 45 سنة هي ٨‚٨، ف�إن هذه النسبة تكون �أقل من المعدل الطبيعي.

�إذا كانت نسبة الهيموجلوبين عند رجل مدخن هي 5‚12، ف�إن هذه النسبة تكون................
�إذا كانت نسبة الهيموجلوبين عند طفل هي 13، ف�إن هذه النسبة تكون..............................  

مثـّـل المعلــم حمــدان علامــات طــلاب مدرســته فــي مــادة 
نشاط

2

الرياضيــات بيانيــاً، كمــا هو في الشــكل المجــاور. �ألاحظ 
�أن هنــاك تجمعــاً لعلامــات الطــلاب فــي المنتصــف، كما 
�أن شــكل التمثيــل البيانــي لتوزيــع العلامــات يشــبه الجرس 

تقريباً. �إن مثل هذا التوزيع يسمى توزيعاً طبيعياً.

الوسط الحسابي للعلامات يقع في الفئة )75-71(
الوسيط للعلامات يقع في الفئة ..................
المنوال للعلامات هو مركز الفئة ................

 �إذا كان الوسط = الوسيط = المنوال يكون التوزيع طبيعياً.
�أتعلم

 التوزيع الطبيعي:
يوجــد العديــد مــن التوزيعــات الاحتماليــة، ومنهــا التوزيــع الطبيعــي، ويعتبــر التوزيــع الطبيعــي مــن �أهــم التوزيعــات الاحتمالية 
أنــه يمثــل كثيــراً مــن الظواهــر التــي تقابلنــا فــي الحيــاة العمليــة، مثــل: ال�أطــوال، والكتــل، وال�أعمــار،  حصــاء، ل� فــي علــم ال�إ

ودرجــات الحــرارة، والدخــول الشــهرية، وغيرهــا مــن الظواهــر المتصلــة.
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خصائص التوزيع الطبيعي:
1( التمثيل البياني له منحنى يشبه الجرس، ومتماثل حول المستقيم الر�أسي المار بالوسط.

2( يتساوى فيه الوسط والوسيط والمنوال.
٣( المنحنى متصل.

٤( يقترب المنحنى من المحور س، ولكنه لا يمسه.

التوزيــع الطبيعــي المعيــاري: هــو التوزيــع للعلامــات المعياريــة، وســطه  الحســابي يســاوي صفــراً، وانحرافــه 
المعيــاري يســاوي )1(.

وسنركز في دراستنا هذه على التوزيع الطبيعي المعياري.

جدول المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري:
المســاحة الكليــة تحــت المنحنــى الطبيعــي المعيــاري تســاوي وحــدة مســاحة واحــدة، وقــد وضــع العلمــاء جــداول خاصــة 

تبيــن نســبة المســاحة تحــت المنحنــى والمحــدودة بقيمــة معينــة مــن العلامــات المعياريــة.
سنعتمد الجداول الملحقة في نهاية الكتاب والتي تعطي المساحة المحصورة تحت  حيث ع عدد حقيقي.

مثال )1(: باستخدام جدول التوزيع الطبيعي المعياري، �أجد كلاّ من:

)1‚17 = ( المساحة تحت )أ�

)1‚2 = ( المساحة فوق )ب

)1- = ( المساحة تحت )جـ

)0‚5- = ( المساحة فوق )د

)٠,15 =
 2( و )٠,8- =

 ١( المساحة المحصورة بين )هـ
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الحل: �أ( المساحة تحت ) = 17‚1( = 8790‚0 ويتم �إيجادها من جدول التوزيع الطبيعي المعياري وتحدد من 

تقاطع الصف 1‚1 ومن العمود ٠,07، حيث �أن تقاطع العمود مع الصف يمثل قيمة المساحة. �ألاحظ الشكل: 

٠ 1‚17

0‚8790

ب( المساحة فوق ) = 2‚1( = 1 – المساحة تحت ) = 2‚1( = 1 _ 8849‚0 = 1151‚0 �ألاحظ الشكل:

٠ 1‚٢

0‚1151

جـ( المساحة تحت ) = -1( = 1587‚0 مباشرة من الجدول، �ألاحظ الشكل:

٠ ١-

0‚1587
            

د( المساحة فوق ) = -0,5( = 1 _ )المساحة تحت ع = -0,5(

                                = 1 _ 3085‚0 = 6915‚0 �ألاحظ الشكل:

0,5-

0‚6915
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)0,15 = 
2( و )٠,8- = 

١( المساحة المحصورة بين )هـ

)0,8- = ( المساحة تحت _ ).,15 = ( المساحة تحت =

٠,3477 = ٠,2119 _ 0,5596 =                 

٠ 0,15

٠,3477

٠,8-

مثال )2(: �أجد قيمة ع في كل مما ي�أتي:

�أ( المساحة تحتها تساوي 9850,٠ 

ب( المساحة فوقها تساوي 0,6628  

الحل: �أ( المساحة تحت  تساوي ٠,9850 ، �أبحث في الجدول عن المساحة ٠,9850 ، �أجد �أنها تقع عند تقاطع

صف  = 2,1  وعمود 0,07 ، ومنها   = 2,17 ، �ألاحظ الشكل ال�آتي: 

٠ ٢‚17

٠,9850

 تساوي ٠,6628 = 1 _ المساحة تحت  ب( المساحة فوق

0,6628 _ 1 =  المساحة تحت

 0,3372 = 			 

0,42-

٠,6628
من الجدول  = -0,42 �ألاحظ الشكل المجاور:             

ــة التــي ينتجهــا �أحــد المصانــع هــو 1200 ســاعة بانحــراف  ــال )3(: الوســط الحســابي ل�أعمــار المصابيــح الكهربائي مث
معيــاري مقــداره 300 ســاعة، فــ�إذا كانــت هــذه ال�أعمــار تتبــع التوزيــع الطبيعــي واختيــر �أحــد المصابيــح عشــوائياً، فمــا 

النســبة المئويــة ل�أن يبقــى المصبــاح الكهربائــي صالحــاً مــدة تزيــد علــى 1800 ســاعة.
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)
س=١٨٠٠

|
الحل: نسبة �أن يبقى المصباح صالحاً لمدة تزيد على 1800 ساعة = المساحة فوق ) 

  س


 = 

2 =
  1200  1800

 = 
س=١٨٠٠

|300        		

)2 = ( المساحة = المساحة فوق

)2 = ( 1 – المساحة تحت =

                0,0228 = ٠,9772 – 1 =

٠ ٢

0,0228

	        		  النسبة المطلوبة = 0,0228 × %100 = %2,28

مثــال )4(: الوســط الحســابي لكتــل 1000 شــخص يســاوي 65 كغــم، والانحــراف المعيــاري للكتــل 10 كغــم، فــ�إذا 

كانــت الكتــل تتبــع التوزيــع الطبيعــي، فمــا نســبة ال�أشــخاص الذيــن تقــع كتلهــم بيــن 65 كغــم و 95 كغــم؟ ومــا عددهــم؟

الحل: نسبة ال�أشخاص الذين كتلهم بين 65 كغم، 95 كغم

٠ ٣

0,4987

      	   		 = المساحة المظللة في الشكل المقابل.

       �أحول القيمة الخام 95 �إلى علامة معيارية
         س


 =       

3 = 
٩٥ - ٦٥

١٠
 = 

س=٩٥
|

نسبة ال�أشخاص = المساحة بين ) = صفر ، و  = 3(      لماذا؟

                = المساحة تحت ) = 3( – 5,.     لماذا؟

.,5 – 0,٩987  =                

 0,4987 =       	

�أي �أن النسبة المئوية لل�أشخاص الذين تنحصر كتلهم بين 65 كغم و 95 كغم = %49,87 

عدد هؤلاء ال�أشخاص = 1000 × 0,4987 ≈ 499 شخصاً.
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٣ - ٢  تمارين ومسائل

آتية: س1: �أجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي المعياري في كل من الحالات ال�

)1,38 = ( تحت  ) أ�

)0,90 = ( فوق )ب

)1,5 = ( و )1,5- = ( بين )جـ

آتية: س2: �أجد العلامة المعيارية )( في كل من الحالات ال�

�أ (  المساحة تحت  هي 0,8554

ب( المساحة فوق  هي 0,7734 

جـ( المساحة بين - و  هي 0,6

س3: مدرســة ثانويــة فيهــا 500 طالــب، �أطوالهــم تتبــع التوزيــع الطبيعــي بوســط حســابي يســاوي 165ســم، وبانحــراف معيــاري 

10ســم، مــا نســبة الطلبــة الذيــن تنحصــر �أطوالهــم بيــن 150ســم، 180ســم ؟ ومــا عددهــم ؟

س4: �إذا كان الزمــن الــذي يســتغرقه بائــع جرائــد للوصــول �إلــى �أحــد البيــوت يتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً، بوســط حســابي ١٢ 
أيــام التــي  دقيقــة وب�إنحــراف معيــاري دقيقتــان، وكان هــذا المــوزّع ينقــل الجرائــد يوميّــاً علــى مــدار ٣٦٥ يومــاً، مــا عــدد ال�

يســتغرق فيهــا المــوزّع زمنــاً:
�أ( يزيد على ١٧ دقيقة؟

ب( ينحصر بين ٩ - ١٣ دقيقة؟

س٥: �إذا كانــت علامــات 600 طالــب تتخــذ توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 72 وبانحــراف معيــاري 8 وكانــت علامــة 

النجــاح هــي 60، �أجــد:

�أ (  النسبة المئوية للطلبة الذين تقع علاماتهم بين 62، 78

ب( عدد الطلبه الراسبين. 

س٦: تتبــع رواتــب 1000 موظــف فــي �إحــدى الشــركات توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 700 دينــار، وبانحــراف معيــاري 

20 دينــاراً. �أحســب عــدد الموظفيــن الذيــن تنحصــر رواتبهــم بيــن 680 دينــاراً و 740 دينــاراً.
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٣ - ٣   تمارين عامة:

جابة الصحيحة في كل مما ي�أتي: س1: �أضع دائرةً حول رمز ال�إ

11 ما قيمة الوسط الحسابي )( والانحراف المعياري )( لمنحنى التوزيع الطبيعي المعياري:(

٠ =  ، ١ =  )١      د =  ، ٠ =  )٠     جـ =  ، ٠ =  )١     ب =  ، ١ =  )أ�

22 ما العلامة المعيارية المناظرة للعلامة 77 علماً ب�أن الوسط الحسابي 70 والانحراف المعياري ١٤ ؟(

       		 د( ٢ 		  ب( -0,٥                جـ( ٥,0               	 �أ( -٢ 

3( �إذا كان الوسط الحسابي لمجموعة من المفردات 75 والانحراف المعياري 15 فما العلامة الخام المناظرة للعلامة 

المعيارية  = 2؟

د( ١٠٥                		 �أ(  ١٠٣                ب( ١٠٨                 جـ( 104

4( �إذا كان تقييــم �أداء موظفــي بنــك  يتبــع التوزيــع الطبيعــي بوســط حســابي ٨‚٣ وب�إنحــراف معيــاري ٤‚0 وتقييــم موظفــي 
بنــك ب يتبــع التوزيــع الطبيعــي بوســط حســابي ٦‚٣ وب�إنحــراف معيــاري 2‚0 ، �إذا كان وســيم موظفــاً فــي بنــك  وتقييمــه 

٣‚٤ وفــراس موظفــاً فــي بنــك ب تقييمــه ٧‚٣ مــا العبــارة الصحيحــة فــي كل ممــا يلــي:

		 جـ( كلا الموظفين لهما نفس ال�أداء. �أ( �أداء فراس �أفضل من �أداء وسيم.

		 د( لا يمكن الحكم على �أدائهما. ب( �أداء وسيم �أفضل من �أداء فراس.
5( ما المساحة تحت ) = 2,85(؟

   �أ( 9978‚0	          ب( 0022‚0	        جـ( 0322‚0	       د( 9788‚0
:)1,65<< 0,96( ما مساحة المنطقة بين )6

د( 782‚1 		 �أ( 0991‚0	          ب( 1190‚0	        جـ( 812‚1
٧( ما مجموع العلامات المعيارية لتوزيع طبيعي معياري؟

د( 5000‚0 			  �أ( 1                     ب( 0                   جـ( -1

٨( �إذا كانت العلامة الخام �أقل من الوسط الحسابي في توزيع ما، ف�إن العلامة المعيارية المناظرة )( تكون:

د( موجبة �أو سالبة 		 		 جـ( صفر ب( موجبة 		 �أ( سالبة

 فما قيمة الثابت  ؟
٢
1- ،  ، ٢

٣- ،
٢
٩( �إذا كانت العلامات المعيارية لخمسة طلاب كما يلي ١،  1

٢
د(  1 		

٢
�أ( 1                 ب( -1                       جـ( -1
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١٠( ما المساحة الواقعة )فوق  = 75¸0(؟

د(  0,5721 		 �أ( 0,2266          ب( 0,2734                 جـ( 0,7512

ــان للعلامتيــن 71 ، 53 همــا 0,5 ، -1 علــى الترتيــب، �أجــد الوســط  ــان المناظرت ــان المعياريت س2: �إذا كانــت العلامت

الحســابي والانحــراف المعيــاري للعلامــات الخــام لطلبــة الصــف.

أرز بوســط حســابي يســاوي 1,01 كغــم، وبانحــراف معيــاري يســاوي  س3: خــط �إنتــاج فــي مصنــع ينتــج �أكياســاً مــن ال�

0,02 كغــم. �أجــد:

�أ (  نسبة ال�أكياس التي كتلتها �أقل من ١,٠٣ كغم.

ب( نسبة ال�أكياس التي تتراوح كتلها بين 1 كغم  و ١,٠٥ كغم.

س4: �إذا ارتبــط عمــر بطاريــة الســيارة بالمســافة التــي تقطعهــا الســيارة باســتعمال هــذه البطاريــة، وعلــم �أن عمــر �أحــد 

�أنــواع بطاريــات الســيارات يتــوزع توزيعــاً طبيعيــاً بوســط حســابي 100000كــم، وبانحــراف معيــاري 10000كــم. 

ــي الشــهر. �أجــد: ــوع ف ــن هــذا الن ــة م و�أنتجــت �إحــدى الشــركات 20000 بطاري

�أ ( عدد البطاريات التي يتراوح عمرها بين 90000 كم، 110000 كم.

ب( عدد البطاريات التي يزيد عمرها على 120000 كم. 

جـ( النسبة المئوية للبطاريات التي تتراوح �أعمارها بين 80000 كم، 110000 كم.

س5: نادي رياضي مكون من 400 عضو تتبع �أعمارهم التوزيع الطبيعي بوسط حسابي 40 سنة وبانحراف معياري 

5 �أجد: 

�أ ( عدد ال�أعضاء الذين تزيد �أعمارهم على 50 سنة.

ب( عدد ال�أعضاء الذين تتراوح �أعمارهم بين 35 سنة �إلى 45 سنة.

س6: �أقيّم ذاتي: �أكمل الجدول ال�آتي:

مستوى الانجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

 اجد العلامة المعيارية

 اجد المساحة تحت المنحنى الطبيعي

 احل مسائل منتمية لايجاد كل من الوسط والانحراف المعياري

 اوظف المنحنى الطبيعي في حل مشكلات حياتية



التكامل
)Integration(

الوحدة الرابعة

٤



�أفكر و�أناقش: كيف �أجد مساحة المناطق المحصورة بين بعض ال�أقواس 
والمحور ال�أفقي في الصورة؟
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع �أنشــطتها �أن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد ال�إ
توظيــف قواعــد التكامــل غيــر المحــدود فــي الحيــاة العمليّــة مــن خــلال ال�آتــي:

• التعرف �إلى مفهوم التكامل غير المحدود.	

• �إيجاد التكامل غير المحدود.	

• التعرف �إلى قواعد التكامل غير المحدود وتوظيفها في �إيجاده.	

• التعرف �إلى التكامل المحدود، وحسابه.	

• التعرف �إلى خواص التكامل المحدود وتوظيفها في حسابه.	

• استخدام طريقة التعويض في �إيجاد بعض التكاملات.	

• توظيف التكامل غير المحدود في تطبيقات هندسية.	

• توظيف التكامل المحدود في �إيجاد بعض المساحات.	
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  	     التكامل غير المحدود
1 - ٤)Indefinite Integral(    						    

ــاً ظاهــرة  ــا شــاهدا مع ــى شــاطئ البحــر، عندم ــه عل ــق ل ــة مــع صدي ــة قمري ــة ليلي ــي رحل ــي ف كان عل
نشاط

1
طبيعيــة وهــي المــد والجــزر، وتحدثــا معــاً علــى وجــود كثيــر مــن الظواهــر الطبيعيــة المتعاكســة فــي 
الحيــاة الطبيعيــة، مثــل: التجمــد والانصهــار، والتجــاذب والتنافــر، والت�أكســد والاختــزال، وفــي 
الرياضيــات هنــاك عمليتــا الجمــع والطــرح، وعمليــة �إيجــاد مربــع عــدد حقيقــي موجــب، هــي عكــس 

عملية �إيجاد الجذر التربيعي لهذا المربع. 

�إذا كان ق)س( = س3 ف�إن ق/)س( = ٣س2، �إذا كان ق/)س( = ٢س، ف�إن ق)س( = ...........؟    
ــي  ــة الاشــتقاق الت ــة عكســية لعملي ــى ق/)س( هــي عملي أول ــذي عُلِمــت مشــتقته ال� ــران ق)س( ال ــة �إيجــاد الاقت �إن عملي

تعلمتهــا فــي الوحــدة الســابقة.

مثال )1(: �أكتب ثلاثة اقترانات مشتقتها ال�أولى هي ٤س٣ ؟

الحل: ق)س(= س٤، ك)س(= س٤ + ١٣، هـ)س( = س٤ _ ، جميعها مشتقتها هي ٤س٣.

 ) – ألاحــظ �أن ق)س( – ك)س( = س٤  – )س٤  + ١٣( = -١٣ وكذلــك ك)س( – هـــ)س( = )س٤  + ١٣( – )س٤�
= ١٣ +  �أي �أن الفــرق بيــن �أي اقترانيــن لهمــا نفــس المشــتقة هــو عــدد ثابــت، لذلــك فــ�إن الاقتــران الــذي مشــتقته 

٤س٣ ســيكون علــى الصــورة ق)س( = س٤ + جـــ، �أي �أن التكامــل عمليــة عكســية للتفاضــل.

تعريف:
أولــى للاقتــران ق)س(، فــ�إن الاقتــران ق)س( + جـــ يمثــل مجموعــة  �إذا كان الاقتــران ق/)س( هــو المشــتقة ال�

أولــى ق/)س(، ويســمى بالتكامــل غيــر المحــدود للاقتــران ق/)س(، �أو يســمى بالاقتــران  الاقترانــات التــي مشــتقتها ال�

ال�أصلــي الــذي مشــتقته ق/)س(.

وبالرمــوز يكتــب: ق/)س( س = ق)س( + جـــ ، جـــ  ، الرمــز  هــو �إشــارة التكامــل، س تشــير �أن الاقتــران 

بدلالــة المتغيــر س ، جـــ يســمى ثابــت التكامل.
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مثال )2(: �أجد ٢س ؟

الحل: ٢س = ق)س( ، حيث ق/)س( = ٢

ق)س( = ٢س + جـ

٢س = ٢س + جـ )الاقتران ال�أصلي(.

مثال )3(: �أجد ٣س٢ س ؟

الحل: ٣س٢ س = ك)س(، حيث ك/)س( = ٣س٢                                         

ك)س( = س٣ + جـ

٣س٢ س = س٣ + جـ )الاقتران ال�أصلي(.

مثال )4(: �أي من الاقترانين ق)س( = ٢س٣ + ٤س٢ + ٤س + جـ
هـ)س( = ٢س٣ + ٥س٢ + ٤س + جـ

يمكن اعتباره اقتراناً �أصلياً للمشتقة )٦س٢ + ١٠س + ٤( ؟

الحل: ق/)س( = ٦س٢ + ٨س + ٤

هـ/)س( = ٦س٢ + ١٠س + ٤

هـ)س( = ٢س٣ + ٥س٢ + ٤س + جـ هو الاقتران ال�أصلي للمشتقة )٦س٢ + ١٠س + ٤(  
وبالرموز )٦س٢ + ١٠س + ٤( س = ٢س٣ + ٥س٢ + ٤س + جـ

مثال)٥(: �إذا كان ق)س( = )س٢ + س()س – ٢( س ، �أجد ق/)س( ؟

الحل: ق/)س( = مشتقة )س٢ + س()س – ٢( س، وبما �أن الاشتقاق عملية عكسية للتكامل، 

ف�إن ق/)س( = )س٢ + س()س _ ٢(.
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٤ - ١   تمارين ومسائل

س١. �أكمل الجدول ال�آتي:

الاقتران ال�أصلي ق)س( + جـالمشتقة ق/ )س(

 ٤س١٣.

 س٤ + س٣ + ٢س + جـ٢.

 ٢س + ٣١.

 )٤س٢ + ٣( س٤.

س2. �أضع �إشارة  �أمام العبارة الصائبة و�إشارة � �أمام العبارة الخاطئة:

 + ٤س
٥س٢
٢

�أ ( )٥س + ٤( س =

ب( )٦س٥ + ٣س٢( س = س٦ + س٣ + جـ

جـ( )٢س٣ + ٣س( س = ٦س + ٣

+ جـ
٥
س

س =
٥-
س٢

 )د

هـ( ٢نقس = نق٢ + جـ

و( ٢نقنق = نق٢ + جـ

 س، �أجد ق/)س(. 
س٢ + ٣
س + ١

 = )س3. �إذا كان ق)س
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٤ - ٢  	    قواعد التكامل غير المحدود
)Rules of Indefinite Integral( 						    

الميــراث شــرعة اللــه ســبحانه وتعالــى فــي كتابــه العزيــز، ورغــم هــذا التشــريع �إلا �أن بعــض المشــاكل بيــن 
أنظمــة والتشــريعات والقوانيــن التــي تخــص توزيــع هــذا نشاط النــاس تحــدث بســبب عــدم رجــوع النــاس �إلــى ال�

الميراث، حيث �إن الاعتماد على هذه القوانين �أو القواعد، يساعد في عملية توزيع الميراث بسهولة.

وللعلــوم ال�أخــرى فــي الحيــاة قوانيــن وقواعــد تســهّل فهــم المســائل والمشــكلات العمليــة والعلميــة، وتعمــل علــى تحليلهــا 
وحلهّا.

�إذا كان الاقتــران ال�أصلــي للمشــتقة ق/)س( = ٣س٢ هــو س٣ + جـــ، فكيــف يمكــن �إيجــاد الاقتــران ال�أصلــي للمشــتقة 

يجــاد الاقتــران ال�أصلــي؟ ق/)س( = ٤س٣ + ٣س٢ _ ٣ ؟ هــل يوجــد قواعــد ل�إ

الاقتران ال�أصلي لـِ ٤س٣ هو س٤ + جـ 

الاقتران ال�أصلي لـِ ٣س٢ هو س٣ + جـ 

الاقتران ال�أصلي لـِ -3 هو ........

الاقتران ال�أصلي لـِ ٤س٣ + ٣س٢ _ ٣ هو ......

مثال )1(: �أجد ٣س ؟

الحل: المطلوب هو �إيجاد الاقتران ال�أصلي ق)س( الذي مشتقته ال�أولى ق/)س( = 3.
من معلوماتنا في التفاضل، �ألاحظ �أن الاقترانات:

)س( = ٣س + ٥،
٢
)س( = ٣س            ،    ق

١
ق

)س( = ٣س + ثابت
٤
٢    ،    ق )س( = ٣س _ 

٣
ق

أولــى ق/)س( = 3، �ألاحــظ �أن الفــرق بيــن هــذه الاقترانــات هــو فــي الحــد الثابــت فقــط، ولذلــك  هــي اقترانــات مشــتقتها ال�
ف�إن الاقتران ال�أصلي ق)س( الذي مشــتقته ق/)س( = 3 هو ق)س( = ٣س + جـ.

�أي �أن ٣س = ٣س + جـ
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قاعدة )  :)1س =  س + جـ  ،   ، جـ عددين حقيقيين.

آتية:  مثال )2(: �أجد التكاملات ال�

  . 
١
٢  )٣      	ص   ٣   )٢ 		 ١( -٥س  

الحل:  )1-٥س = -٥س + جـ، الاقتران بدلالة المتغير س.

ص + جـ، الاقتران بدلالة المتغير ص. ٣ ٣ ص =   )2

. جـ، الاقتران بدلالة المتغير +  
١
٢

 =  
١
٢  )3

 مثال )3(: �أت�أمل الجدول ال�آتي، و�أجيب عن ال�أسئلة اللاحقة:

ق)س(
س٣
٣

٧ + 
س٤
٤

س٥
٥

٢ + 
س٦
٦

س5س4س3س٢ق/)س(

١. ما العلاقة بين درجة ق/)س( و درجة ق)س(؟
٢. ما العلاقة بين معامل الحد الذي يحتوي على س في ق)س( ودرجة ق)س( ؟

الحل: 1. درجة الاقتران ق)س( تزيد 1 عن درجة ق/)س(.

معامل الحد الذي يحتوي على س يساوي مقلوب درجة الاقتران.

 .١- ≠  ،جـ، جـ عدد حقيقي + 
١+س
١ + 

س = 
 س :)قاعدة )٢

آتية: مثال )4(: �أجد كلاً من التكاملات ال�

س س٢ ٣ )د 			  س
١
٢ ج( س 		 س

ب( س-٣ 			  س
�أ( س٢

 + جـ
س٣
٣

 + جـ = 
س2+١
١ + 2

الحل: �أ( س٢س = 
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 + جـ
س-٢
٢-

 + جـ = 
س-٣+١
٣ + ١-

س = 
ب( س-٣ 

 + جـ

٣
٢ ٢س
٣

 + جـ = 

٣
٢ س
٣
٢

 + جـ = 
١ + 

١
٢ س

١ + ١
٢

 س = 

١
٢

ج( س

 + جـ
س٥ ٣

 
٣
٥

 + جـ = 

٥
٣ ٣س
٥

 + جـ =  

٥
٣ س
٥
٣

 + جـ = 
١ + 

٢
٣ س

٢ + ١
٣

 س =  
٢
٣ س٢ س = س ٣ )د

    ، س )س(ق = س )س(ق  قابلاً للتكامل، ف�إن )قاعدة )٣(: �إذا كان الاقتران ق)س

آتية: مثال )5(: �أجد التكاملات ال�

ل	
 ٧
٢ ل  )جـ 			  س

٣ س٤ 
٥
 )ب 			  س 

�أ( ٢س٣ 

 + جـ
س٤
٢

 + جـ = 
٢س٤
٤

س = 
س = ٢س٣ 

الحل: �أ ( ٢س٣ 

 + جـ
٣س٥
٢٥

 + جـ = 
س٥
٥
× ٣

٥
س = 

س٤  ٣
٥

س =  
س٤  ٣

٥
 )ب

 + جـ
ل٨
٨

 ٢ ل = 
 ٧
ل ٢ ل = 

 ٧
٢ ل  )ج

قاعدة )٤(: �إذا كان ق)س(، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل، ف�إن:

١. )ق+هـ( ) )س( س = ق)س(  س + هـ)س(  س

٢. )ق_هـ( ) )س( س = ق)س(  س _ هـ)س(  س

مثال )6(: �أجد )٣س٢ + ٤س( س

الحل: )٣س٢ + ٤س( س = ٣س٢ س + ٤ س س

لماذا ؟ 				   = س٣ + ٢س٢ + جـ
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( س
٥

س٢
١ س٣ _ 

٢
( أجد� :)مثال )7

 س
٥

س٢
 _ س٣ ١

٢
 = س )

٥
س٢

١ س٣ _ 
٢
( :الحل

س
س _ ٥س-٢

س٣ ١
٢
 =

لماذا؟ 		  + ٥س-١ + جـ
س٤
٨  =

يمكن تعميم القاعدة )4( ل�أكثر من اقترانين.

س
مثال )8(: �أجد )س + ٣(٢

الحل: )س + ٣(٢ = )س + ٣()س + ٣( = س٢  + ٦س + ٩

س + ٦س س + ٩ س
س = )س٢ + ٦س + ٩( س = س٢ 

)س + ٣(٢ 

 + ٩س + جـ
س٢
٢  ٦ + 

س3
3  =

 + ٣س٢ + ٩س + جـ
س3
3  =

٣- ≠  ،  
٢ _ ٩


٣ + 

 مثال )9(: �أجد

 _ ٣ + جـ
٢

٢

 =  )٣ _ ( =  
)٣ _ ()٣ + 

(
)٣ + (

 = ع 
٢ _ ٩


٣ + 

 :الحل

 ؟
ص
س

مثال )10(: �إذا كان ص = )٥س٢ + ٣س( س = �أجد 

 + جـ
٣س٢
3  + 

٥س3
3 الحل: ص=)٥س٢ + ٣س( س = 

٣ × ٢س + صفر
٢

 + 
5 × ٣س٢

٣
 = 

ص
س

ماذا تلاحظ؟ 			  = ٥س٢ + ٣س

هل يمكن الحل بطريقة �أخرى؟    وضّح ذلك.
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٤ - ٢  تمارين ومسائل

آتية:  س١: �أجد التكاملات ال�

٥ س  س - .ج 				      .ب 				   ٢ س
٣
 .أ�

و. ك٢ س ، ك ثابت ≠ 0 		 ٢ + ١( س
س٢

هـ. )٧س٣ _  		 د. )٢س٢ + ٣( س

س٢: �أجد )٢ص – ٥()ص + ٣(ص 

 ل  ،  ل ≠ ٢
ل٢ – ٥ل + ٦

ل – ٢
 س٣: �أجد

س٤: �أجد )٢س + ١()س٣ + س٢ – ٣س + ٤( س

س٥: �إذا كان ق)س( = )٣س٣ + ٥س٢ – ٢س + ٤( س، �أجد ق/)س(.

ص
س

س٦: �إذا كان ص = )٢س + ٢()س٢ + ٢س(٥ س، �أجد 
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تطبيقات هندسية على التكامل غير المحدود
٤ - ٣ (Geometric Applications for

Indefinite Integral)   

ألعــاب فيهــا، ركــب بــلال فــي لعبــة  ذهــب بــلال فــي رحلــة مدرســية �إلــى مدينــة حيفــا وزار مدينــة ال�

ألعــاب نشاط القطــار الــذي يســير فــي مســار متعــرج، وبعدهــا ســ�أل بــلال معلمــه عــن كيفيــة تصميــم هــذه ال�
ألعــاب يعتمــد علــى �إيجــاد  وتركيبهــا، بمــا يضمــن ســلامة المتنزهيــن، �أجابــه المعلــم: بــ�أن تصميــم ال�

قاعدة رياضية لمنحنى مسار القطار، وهذه مهمة المهندسين.
كيــف يمكــن معرفــة قاعــدة الاقتــران، �إذا علــم ميــل منحنــى هــذا الاقتــران عنــد �أي نقطــة؟ كيــف يمكــن �إيجــاد قيمــة 

الثابــت جـــ؟
لتكن ق/)س( = ٢س تمثل ميل منحنى الاقتران ق)س( عند �أي نقطة عليه، �أجد قاعدة الاقتران ق)س(؟

حسب قاعدة التكامل غير المحدود ق/)س( س = ق)س(

قاعــدة الاقتــران ق)س( = ٢سس = س٢ + جـــ  �ألاحــظ �أنــه لا يمكــن �إيجــاد صــورة عنصــر معيــن فــي ق)س( �إلا 
بمعرفــة قيمــة جـــ.

ــران، و�إيجــاد صــورة �أي  ــه يمكــن �إيجــاد قاعــدة الاقت ن ــران ق)س( يمــر بالنقطــة )0 ، 3( ف�إ ــى الاقت لكــن �إذا كان منحن
عنصــر فــي هــذا الاقتــران؟

مثال )1(:
�إذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى ق)س( عنــد �أي نقطــة عليــه يعطــى بالقاعــدة ق/)س( = ٣س – ١، �أجــد قاعــدة الاقتــران 

ق)س( علمــاً ب�أنــه يمــر بالنقطــة ) 0 ، 7 (؟

 _ س + جـ
٣س٢ 

٢
الحل: ق)س( = ق/)س( س = )٣س – ١( س = 

الاقتران يمر بالنقطة )0 ، 7(

لماذا؟ 		 ق)٠( = ٧   ومنها   جـ = 7

 _ س + ٧
٣س٢ 

٢
ومنها  ق)س( = 
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مثال )2(:

�إذا كان ق//)س( = ٢ – ٤س ، ق)س( له مماس �أفقي عند النقطة )3 ، 30( الواقعة عليه، �أجد قاعدة الاقتران ق)س(؟

الحل: ق//)س( = ٢ _ ٤س  ومنها  ق/)س( = ق//)س( س

١
ق/)س( = )٢ _ ٤س( س = ٢س _ ٢س٢ + جـ

ق)س( له مماس �أفقي عند النقطة )3 ،30(  ومنها  ق/)٣( = ٠

12 = 
1
 = 0  ومنها  جـ

1
2)3( – 2)3(2 + جـ

ق)س( = ق/)س( س

٢
 + ١٢س + جـ

٢س٣
٣

ق)س( = )٢س _ ٢س٢ + ١٢(س = س٢ _ 

النقطة )3 ، 30( واقعة على منحنى الاقتران ⇐ ق)3( = 30

3 =
 ٢
 = 30  ومنها  جـ

٢
٢×٢٧ + 12 ×3 + جـ

٣
 - )9(

 + ١٢س + ٣ 
٢س٣
٣

قاعدة الاقتران ق)س( = س٢ – 

٤ - ٣  تمارين ومسائل

س١: �إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( عند �أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة ق/)س( = ٥، �أجد قاعدة
الاقتران ق)س( علماً ب�أن منحناه يمر بالنقطة )2 ، 3(.

س2: �إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( عند �أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة ق/)س( = س + ٣، �أجد 
قاعدة الاقتران ق)س( علماً ب�أنه يمر بالنقطة )2 ، 7(.

س3: �إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ك)س( عند �أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة ك/)س( = )س+١(٣، �أجد 
ك)٢( علماً ب�أن منحنى ك)س( يمر بالنقطة )0 ، 2(.

س4: �إذا كان ق//)س( = -١٢س + ٢ وكان ميل المماس يساوي 4 عند النقطة )0 ، 3(، �أجد قاعدة الاقتران 
ق)س(.
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			 التكامل المحدود   ٤ - ٤
)Definite Integral( 				  

أرقــام   بلغــت كميــة ال�أمطــار التراكميــة التــي هطلــت علــى محافظــة الخليــل لموســم 2017م حســب ال�

نشاط
1

التــي �أوردتهــا وزارة الزراعــة 416 ملــم. حيــث يتــم قيــاس هــذه الكميــة بمقيــاس كميــة ال�أمطــار 
الموجود في منطقة محددة، وذلك لصعوبة جمع ال�أمطار في منطقة غير محددة.

وكذلــك الممــاس يمكــن �أن يكــون مماســاً لعــدد غيــر محــدود مــن المنحنيــات، كيــف يمكــن تحديــد 
الاقتــران الخــاص لهــذا المماس؟

ــدار  ــف يمكــن حســاب مق ــو ق/)س( = ٢س + ٣، كي ــى ق)س( ه ــاس لمنحن ــل المم �إذا كان مي
نشاط

٢
 = 5؟ 

2
= 2 �إلى س

1
التغير في الاقتران ق)س( عندما تتغير س من س

لحساب هذا التغير يلزمنا ق)س(، حيث:

ق)س( = ق/)س( س

= )٠٠٠٠٠( س

= س٢ + ٣س + جـ

التغير في الاقتران = ق)٥( – ق)٢( =

= )٢٥ + ١٥ + جـ( – )               (

   30 = 

هل نحن بحاجة لمعرفة قيمة الثابت جـ لحساب هذا التغير؟

تعريف: �إذا كانت ق/)س( هي المشتقة ال�أولى للاقتران ق)س(، وكان ق/)س( قابلاً للتكامل، ف�إن

ق/)س(س = ق)ب( – ق) ،) ، ب عددان حقيقيان. وهذا التكامل يسمى تكاملاً محدوداً، حدّه العلوي = ب،

ب



وحدّه السفلي= ، وقيمته تساوي عدداً ثابتاً.
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)س –  )3س ؟
2

1

مثال )1(: �أحسب قيمة التكامل 

الحل: ق)س( = )س – ٣( س

 – ٣س + جـ
س٣
٢

 = 

)س – 3( س = ق)٢( – ق)١(
2

1

١ – ٣ + جـ(
٢

= )٢ – ٦ + جـ( – )

٣-
٢ -٣ + جـ – جـ = 

٢
 =

يمكن حل المثال بطريقة �أخرى
2

١

 – ٣س(  
س٣
٢

)س – 3( س = )
2

1

�أعوض الحد العلوي، ثم �أطرح منه ناتج تعويض الحد السفلي.

٣-
٢

 = )١ – ٣
٢

 ( – )٢ – ٦( =

)٣س٢ – ٢س + ١(س
2

1-

مثال )2(: �أجد 

2

١-

)٣س٢ – ٢س + ١(س = )س٣ – س٢ + س(  
2

1-

الحل: 

)٨ – ٤ + ٢( – )-١-١-١( =        			 

٩ =        			 

مثال )3(: �إذا كان ق/)س(= ٢س٣ + ٥س �أحسب متوسط تغير الاقتران ق)س( عندما تتغير س من 1 �إلى 3.

ق)٣( – ق)١(
٣ – ١

الحل: متوسط التغير = 



107

)٢س٣ + ٥س( س
٣

1

لكن  ق)٣( – ق)١( = 
٣

١

  
٥س٢
٢

 + 
س٤
٢

 =

) ٥
٢

 + ١
٢

( – ) ٤٥
٢

 + ٨١
٢

( =

٦٣ – ٣ =

٦٠ =

ق)٣( – ق)١(
٣ – ١

متوسط التغير = 

٣٠ = 
٦٠
٢  =

)ب س – ٧( س = ٣٤، �أجد قيمة الثابت ب.

٤

٢

مثال )4(: �إذا كان 

34 = 

4

٢

 _ ٧س(  
ب س٢

٢
)ب س – ٧( س = )

٤

٢

الحل: 

= )٨ب _ ٢٨( _ )٢ب _ ١٤( = ٣٤ 	
٦ب _ ١٤ = ٣٤
٦ب = ٤٨
ب = ٨

٦ س س = -٦٣، �أجد قيمة/قيم الثابت ب.

ب

٥

مثال )5(: �إذا كان 

٦٣- = 

ب

٥

٦ س س = ٣س٢    

ب

٥

الحل: 

٣ب٢ – ٧٥ = -٦٣

لماذا؟ 		 ب٢ = ٤

ب = ±٢



108

�أجد ق/)س( في كل مما ي�أتي:
نشاط

)٣س٢ – ٢س( س٣
٣

1

    1( ق)س( = 

س
)٣س٢ – ٢س(٩

٧

١-

	 	      2( ق)س( = 

 مشتقة التكامل المحدود تساوي صفراً.
�أتعلم
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٤ - ٤  تمارين ومسائل

آتية:  س١: �أحسب قيمة كل من التكاملات ال�

( س
)٥ – ٣س٢ 

2

٠

ب(   				   ٦  س 

2

1-

�أ (   

س س
٣


٨

١

د (   		 ( س ١
س٣

 – ١
س٢

( 

٣

1

جـ(  

س = ٣٢ فما قيمة/ قيم الثابت ب ؟
ب٢ 

٥

٣

س٢: �إذا كان 

)٣ – ٢س( س = صفراً، فما قيمة/ قيم الثابت  ؟


٢-

س٣: �إذا كان 

س.
)٢س – ١(٢  

2

٠

س٤: �أحسب 

ص لكل مما ي�أتي:
س

س٥: �أجد 

�أ ( ص = )٤س٣ + ٢س – ٥( س

)٤س٣ + ٢س – ٥( س
٧

٢

ب( ص = 
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خصائص التكامل المحدود 		  ٤ - ٥
)Definite Integral Properties( 				  

ماجــد طالــب مجتهــد، يذهــب صباحــاً �إلــى مدرســته التــي تبعــد عــن منزلــه 3كــم، وبعــد المدرســة يذهــب 

نشاط
1

�إلــى دكاّن والــده الــذي يبعــد عــن المدرســة 2كــم، وفــي المســاء يعــود مــن الطريــق نفســه، ويقــوم بواجباتــه 
المدرسية. ف�إذا كانت المدرسة تقع بين منزله ودكان والده، وجميعها على استقامة واحدة:

المنزل ــــــــــــــــــــــــــ 3كم ــــــــــــــــــــــــــــــــ المدرسة ــــــــــــــــــــــــــــــ 2كم ـــــــــــــــــــــــــــــــ الدكان
1( يسير ماجد في ذهابه من المنزل �إلى المدرسة في اليوم الواحد مسافة .......................
2( يسير ماجد في ذهابه من المدرسة �إلى الدكاّن في اليوم الواحد مسافة ......................
3( يسير ماجد في ذهابه من المنزل  �إلى الدكاّن في اليوم الواحد مسافة .......................
4( يسير ماجد في ذهابه من المنزل  �إلى الدكاّن في 4 مسافات .............................
5( عندما يخرج من المنزل في الصباح، ثم يعود �إليه مساءً، تكون �إزاحته = صفراً           )لماذا؟(

6( �إذا اعتبرنا �أن �إزاحته من المنزل �إلى الدكاّن 5كم باتجاه الدكاّن، ف�إن �إزاحته من الدكاّن �إلى المنزل .............

   0 = )2 – 2( 7  =  

٢

٢

٧ س = ٧س  
٢

٢

 .1
نشاط

٢

  = 0    )لماذا ؟(

٥

٥

)٢س + ٣( س = ).........(  
٥

٥

 .٢

لكل   ح 		 ق)س( س = 0




     خاصية )1(: �إذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل ف�إن 

حسب الخاصية )1( 		 )2س2 + 3س +  )2س = 0
١

١

           فمثلاً: �أ. 

س + 5( س = 0                          حسب الخاصية )1( (
٢

٢

                 ب. 
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�أكمل الجدول ال�آتي: نشاط
٣

قيمتهالتكاملقيمتهالتكامل

)س + ١( س
٢

١

٥
٢

)س + ١( س
١

٢

٥-
٢

٧ س
٥

٣

٧ س14
٣

٥

س
س٥ 

١

٠

س 
س٥ 

٠

١

١
٦

 -

من الجدول ماذا نلاحظ ؟

ق)س(س


ب

ق)س(س = - 

ب



      خاصية )2(: �إذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل، ف�إن: 

ق)س( س ؟ 

1

2

ق)س( س = ٨ ، �أحسب  

2

1

مثال )1(: �إذا علمت �أن 

حسب الخاصية )2( 		 ق)س( س = -8 

2

1

ق)س( س = - 

1

2

الحل: 

-٢ق)س( س ؟ 

٢

٣

ق)س( س= -3 ، �أجد  

3

2

مثال )2(: �إذا كان 

ق)س( س 

٢

٣

-٢ق)س( س = -2  

٢

٣

الحل: 
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لماذا؟ 		 ق)س( س

٣

٢

 2 =

 6- = )3-( 2 =

�أكمل الجدول ال�آتي: نشاط
٤

)1( التكامل
قيمته

)2( التكامل
قيمته

)3( التكامل
قيمته

�أكتب علاقة بين 
)3(،)2(،)1(

٥ س 

٢

١

٥ س5 

٥

٢

٥ س15 

٥

١

2020 =15+5

س٢ س 

٢

٠

٨
٣

س٢ س 

٤

٢

س٢ س 

٤

٠

٦٤
٣

)س _ ٣( س 

٢

١

)س _ ٣(س 

٣

٢

١
٢

)س _ ٣( س-  

٣

١

من الجدول �أعلاه، ماذا نلاحظ؟

خاصية )3(: �إذا كان ق)س( اقتراناً قابلاً للتكامل، على ]  ، جـ [ ، ب  ]  ، جـ [ ف�إن:

ضافة(. ق)س( س	   )خاصية ال�إ

جـ



ق)س( س =

جـ

ب

ق)س( س + 

ب



ق)س( س ؟ 

٤

١

ق)س( س = -٩ �أجـــد  

٤

٢

ق)س( س= ٣،  

٢

١

مثال )٣(: �إذا علمت �أن 

ق)س( س	   حسب الخاصية )3( 

٤

٢

ق)س( س +  

٢

١

ق)س( س =  

٤

١

الحل: 

6- = )9 -( + )3( =
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-٢ق)س( س ؟ 

٤

١

٥ق)س( س = ١٥   �أجـــد  

٣

٤

ق)س( س = 2،  

٣

١

مثال )٤(: �إذا علمت �أن 

ق)س( س 

٤

١

-٢ق)س( س= -٢  

٤

١

الحل: 

ق)س( س 

٤

٣

ق)س( س +  

٣

١

ق)س( س =  

٤

١

   لكن 

		    لماذا؟ ق)س( س = -3 

٣

٤

ق)س( س = -  

٤

٣

      

		   لماذا؟ ق)س( س = 2 + )-3( = -1 

٤

١

-٢ق)س( س = -2 )-1( = 2 

٤

١

خاصية )٤(: �إذا كان ق)س(، هـ)س( اقترانين قابلين للتكامل، على ]  ، ب [ ، ف�إن:

هـ)س( س

ب



ق)س( س ± 

ب



)ق)س( ± هـ)س(( س = 

ب



)٣ق)س( + س + ٢( س ؟ 

٢

١-

ق)س( س = -5 ، �أجــــد  

٢

١-

مثال )٥(: �إذا كان 

)س + ٢( س 

٢

١-

٣ق)س( س +  

٢

١-

)٣ق)س( + س + ٢( س =  

٢

١-

الحل: 

 

٢

١-

 + ٢س( 
س٢
٢

ق)س( س + ) 

٢

١-

٣ =

]))1-(2 + 1
٢

 ( _ )4 + 4
٢

([ + )5-(3 =

 ١٥-
٢

 = ) ٣
٢

 + 6( + 15- =
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٤ - ٥  تمارين ومسائل

)س٢ – ٦س( س 

٢

٢

س١: �أحسب 

)س – ٦( س 

٥

٣

)س – ٦( س      جـ(  

٥

٢

)س – ٦( س	    ب(  

٣

٢

آتية: �أ(  س2: �أحسب التكاملات ال�

٢ق)س( س = ٤، �أجد قيمة ال�آتي: 

٢

٠

ق)س( س = -٣ ،  

٢

١-

س3: �إذا كان 

)٣ق)س( + س( س 

٢

١-

جـ(  		 ق)س( س 

٠

١-

-٣ق)س( س         	  ب(  

٢

٠

�أ( 

-٢هـ)س( س = ٦ ، �أجد قيمة: 

٣

٢

٣ق)س( س = ١٢ ،  

٣

٢

س4: �إذا كان 

)٥هـ)س( – ٣ق)س(( س 

٣

٢

. س = 0 ، �أجد قيمة/قيم الثابت )5 + ٢س( 



١

س٥: �إذا كان 
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			 التكامل بالتعويض 
٤ - ٦

)Integration by Substitution( 				  

ــى الســوق واشــترت 3 كغــم مــن التفــاح، و2 كغــم مــن البنــدورة، و2 كغــم مــن   ذهبــت �إيمــان �إل

نشاط
1

المــوز، و3 كغــم مــن الخيــار، وكيلوغــرام واحــد مــن الفجــل، ووضعتهــا فــي �أكيــاس، ولمــا همّــت 
بحمــل هــذه ال�أغــراض، وجــدت صعوبــةً فــي حملهــا؛ لذلــك اقتــرح عليهــا صاحــب المحــل �أن تضــع 

جميع هذه ال�أكياس في كيس واحد كبير؛ لتسهيل حملها والتنقل بها.

بعــض الاقترانــات لا يمكــن تكاملهــا باســتخدام القواعــد التــي درســتها، وهــذه الاقترانــات يمكــن تكاملهــا بطــرق متعــددة 
ومتنوعــة، وســنتعرف فــي دراســتنا لهــذه الوحــدة �إلــى طريقــة التكامــل بالتعويــض علــى �أنــواع معينــة مــن الاقترانــات.

�أجد )س – ٣(٢ س
نشاط

لماذا ؟	٢ 		 )س – ٣(٢ س = )         ( س

 – ٣س٢ + 9س + جـ
س٣
٣

 =

وبالطريقة نفسها �أجــد )٤س – ٩(٣ س

لكن هل يمكن �أن �أجد )٤س – ٩(١٠ س بسهولة بالطريقة نفسها ؟

يمكن �إيجاد )س – ٣(٢ س بطريقة �أخرى، تسمى طريقة التكامل بالتعويض

ص =  ، 1س = ص بالتعويض في التكامل
س

الحل: �أفرض �أن  ص = )س – ٣( ، 

 + جـ
ص٣
٣

ص = 
)س – ٣(٢ س = ص٢ 

 + جـ
)س – ٣(٣

٣
 =         		
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مثال )1(: �أجد )٣س + ١(٩ س

  
ص
٣ ص = ٣ ، س = 

س
الحـــل: �أفرض �أن ص = ٣س + ١ ، 

�أعوض في التكامل

ص
١ ص٩ 

٣
ص = 

٣
)٣س + ١(٩ س = ص٩ 

 + جـ
ص١٠
٣٠

 + جـ = 
ص١٠
١٠

 × ١
٣

 = 			 

 + جـ
)٣س + ١(١٠

٣٠
 = 			 

س)٣س٢ – ١(٣ س 

١

٠

مثال )2(: �أجـــد 

ص
٦س

ص = ٦س  ومنها  س = 
س

الحل: نفرض �أن ص = )٣س٢ – ١(، 

�أعوض في التكامل

ص
  ص٣ 

١
٦

 = 
ص
٦س س)٣س٢ – ١(٣ س = س ص٣ 

 + جـ
)٣س٢–١(٤

٢٤
 + جـ = 

ص٤
٤

 × 
١
٦

 =  			 

١

٠

  
)٣س٢–١(٤

٢٤
س)٣س٢ – ١(٣ س =  

١

٠

١٥
٢٤

 = 
٣×٠–١(٤(

٢٤
 – 

٣×١–١(٤(
٢٤

 =   			 
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مثال )3(: �أجـــد )٢س + ١()س٢ + س – ٥(٣ س

ص = )٢س + ١(
س

الحل: �أفرض �أن ص = )س٢ + س – ٥( ، 

�أعوض في التكامل

ص 
)٢س+١(

)٢س + ١()س٢ + س – ٥(٣ س =)٢س + ١()ص(٣ 

 + جـ
+ س _ ٥(٤

)س٢ 
٤

 + جـ = 
ص٤
٤

ص = 
				        = ص٣   

٤ - ٦  تمارين ومسائل

آتية: �أجـــد التكاملات ال�

س١: )٢ – ٣س(٣ س

 س
٣

) س – ١(٥
 :2س

س( :3س + ب(٤ س  ،   ، ب ثوابت

س :4س٢)س٣ + ١(٤ س

)2س – ٣(٢ س 

2

1

س5: 

)٢س – ٥()س٢ – ٥س + ٧(-٢ س 

١

٠

س6:  

٣س – ١ س   :7س

س٢ + ٤سس
٣

س٨: )س + ٢( 
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تطبيقات على التكامل المحدود 		
)�إيجاد المساحات(٤ - ٧ 							     

     (Definite Integral Applications) (Areas)

أراضــي ب�أســماء مالكيهــا الحقيقييــن،   تعمــل دائــرة تســجيل ال�أراضــي فــي فلســطين علــى تســجيل ال�

نشاط
1

ومن متطلبات هذا التسجيل معرفة مساحة كل قطعة من هذه ال�أراضي.
بعــض مــن هــذه القطــع �أشــكالها هندســية مســتوية كالمثلــث والمســتطيل وشــبه المنحــرف، �إضافــةً 
�إلــى ال�أشــكال التــي يمكــن تركيبهــا مــن هــذه ال�أشــكال، وبعضهــا ال�آخــر ذات �أشــكال غيــر منتظمــة، 

لا يمكــن حســاب مســاحتها باســتخدام قوانيــن المســاحات. كيــف يمكــن �إيجــاد مســاحة مثــل هــذه القطــع؟

يجــاد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( ومحــور  فــي هــذا الــدرس سنســتخدم التكامــل المحــدود ل�إ
ــوق محــور الســينات. ــاه ف ــع منحن ــاً ويق ــل بياني ــ�أن ق)س( ممث ــاً ب ــة، علم ــرة معين ــي فت الســينات ف

نظريــة: �إذا كان ق)س( اقترانــاً موجبــاً )فــوق محــور الســينات(، فــ�إن مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى 

ق)س( س

ب



ق)س( ومحور الســينات والمســتقيمين س =  ، س = ب تســاوي 

منحنــى  بيــن  المحصــورة  المنطقــة  مســاحة  �أحســب   :)1( مثــال 
 4 2، س =  الســينات والمســتقيمين س =  4 ومحــور  ق)س( = 

كمــا فــي الشــكل المجــاور.

 = ٤×٤ – ٤×٢ = ٨ وحدات مربعة.

٤

٢

٤ س = ٤س   

٤

٢

الحل: 

�ألاحظ �أن المنطقة المحصورة هي مستطيلة الشكل.
مساحة المستطيل = الطول × العرض = 4 × 2 = 8 وحدات مربعة.

مثــال )2(: �أحســب مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = ٢س + ١ ومحــور الســينات، والمســتقيمين 
س = ٠ ، س = ٢، �ألاحــظ الشــكل المرســوم.

٠
٠

١

٤-٣-٢-١١- ٢ ٣ ٤

٢

٣

٤

ص

ق)س(

س
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الحل: المساحة )م( المظللة في الشكل تساوي
٢

٠

)٢س + ١( س = )س٢  + س(  

٢

٠

م = 

= )4+2( – )0( = 6 وحدات مربعة

هل يمكن حساب المساحة بطريقة �أخرى؟

مثال )3(: �أحسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى
ق)س( = س2 ومحور السينات والمستقيمين س = ٠ ،

س = ٢ ، �ألاحظ الشكل المرسوم.

الحل: المساحة )م( المظللة في الشكل تساوي
٢

٠

 
س٣
٣

س٢  س =  

٢

٠

م = 

٨ وحدة مربعة
٣

 = ٠
٣

 – ٨
٣

 =  

   هل يمكن حساب المساحة بطريقة �أخرى؟

٠
٠

١

٣-٢-١١- ٢ ٣

٢

٣

٤

٥

ص

س

ق)س(

٠
٠

١

٣-٢-١١- ٢ ٣

٢

٣

٤

٥

ص

س

ق)س(
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٤ - ٧  تمارين ومسائل

ــى ق)س( = ٣، ومحــور  ــن منحن ــة المحصــورة بي س١: �أجــد مســاحة المنطق
الســينات والمســتقيمين س = -١ ، س = ٣

س٢: �أجــد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = ٣س – ٢ ومحــور 
الســينات والمســتقيمين س = ١ ، س = ٣

س٣: �أجــد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = س3 ، ومحــور الســينات 
والمســتقيمين س = ٠ ، س = ١

س٤: �إذا كانــت مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى ق)س( = س ومحــور 
السينات والمستقيمين س = ١،  س = ٥ تساوي 8 فما قيمة الثابت  ،  < صفر.

٣س + ٩  س٥: �أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى ك)س( = 
ومحور السينات والمستقيمين س = صفر ، س = ٩.

١-

ص

ق)س(

س

س

ص
ق)س(

س

ص

ق)س(

س

٥

ص
ق)س(

٣-
٩

س

ص

ق)س(
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٤ - ٨   تمارين عامة:

جابة الصحيحة فيما ي�أتي: س1: �أضع دائرةً حول رمز ال�إ

١( �إذا كان ق)س( = )٢س + ١( س فما قيمة ق/)٢(؟

د( 6 			  جـ( 5 			  ب( 2 			  �أ( صفر

٢( ما الاقتران الذي يمثل اقتراناً �أصلياً للمشتقة ق/)س( = ٤س٢ + ٦س + ٢ ؟

س٣ + ٦س٢ + ٢س + ١ ٤
٣ ب( ق)س( =  		 س٣ + ٣س٢ + ٢س + ١ ٤

٣ �أ ( ق)س( = 

س٣ + ٣س٢ + ٢ ٤
٣ د ( ق)س( =  				   جـ( ق)س( = ٨س + ٦

٣( �إذا كان ق/)س( س = ٣س – ٤س٢ + ٢، ما قيمة ق/)١( ؟

د( صفر 			  جـ( 1 			  ب( -5 			  �أ( -8

س؟
س٢ ٤( ما هو س ٣

 + جـ
٨
٣ س ٣

٨ د(  		  + جـ
٨
٣ جـ( س   + ج	ـ

٥
٣ س ٣

٥  + ج	ـ        ب(  
٥
٣ �أ( س

ق/)س( س = ١٢، وكان ق)٥( = ٢ق)٢(، ما قيمة ق)٢( ؟   

٥

٢

٥( �إذا كان 

د( 2 			  جـ( 4 			  ب( 5 			  �أ( 12

)٢س + ٣س٢ + ١( س، ما قيمة هـ/)٢(؟ 

٣

٠

٦( �إذا كان هـ)س( = 

د( 15    			  جـ( 8 			  ب( 3 			  �أ( صفر

ب س = ٢، ما قيمة/ قيم الثابت ب ؟ 

ب

١

٧( �إذا كان 

د( -1 ، -2     		 جـ( -1، 2 		 ب( 1 ، -2 			  �أ( 1 ، 2

ق)س( س ؟ 

٥

٢

ق)س( س = -٢، ما قيمة  

٥

٧

٣ق)س(س = ٩،  

٧

٢

٨( �إذا كان 

د( 1 			  جـ( 5 			  ب( 11 			  �أ( 7
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)س٢ + ٢س + ١(٥ س 

١

١

٩( ما قيمة

 + جـ 
)س٢ + ٢س + ١(٦

٦
د(  		 جـ( )4(5 		 ب( )4(6 		 �أ( صفر

١٠( )٢س + ٣(٧ س = 

 + جـ 
)٢س + ٣(٨

٨
ب(  			  �أ ( )2س+3(8 + جـ

 + جـ 
)٢س + ٣(٨

٤
د (  			   + جـ

)٢س + ٣(٨
١٦

جـ( 

س٢: �إذا علمت �أن ق/)س( = ٤س٣ + س٢ – ٢س، ق)٠( = ٣ �أجد ق)١(.

س٣: �إذا كان ميــل الممــاس لمنحنــى ق)س( عنــد �أي نقطــة عليــه يعطــى بالعلاقــة ق/)س( = 3 – 2س مــا قاعــدة 
ــة )1، 6(. ــر بالنقط ــى ق)س( يم ــ�أن منحن ــاً ب ــران ق)س( علم الاقت

)٢ق)س( – ٥هـ)س( + ٢( س ؟ 

١

٣

هـ)س( س = -٤ ، ما قيمة  

٣

١

ق)س( س = ٧ ،  

٣

١

س٤: �إذا كان 

 س.
)س٢+ س + ٤(٢ س٥: �أجد )٢س + 1( ٣

س٦: �أجد المساحة المحصورة بين منحنى
ق)س( = س2 + 5، ومحور السينات

والمستقيمين س = ٠ ، س = ٢

س7: �أقيّم ذاتي: �أكمل الجدول ال�آتي:

مستوى الانجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

اجد تكامل اقترانات  غير محدودة

 اوظف قواعد التكامل في حل مسائل منتمية

اكامل اقترانات باستخدام التعويض

احل مشكلات وتطبيقات على التكامل المحدود

٥- ٥

٥

٠
٠ ١٠

١٠
)س(

٢



الرياضيات المالية
(Financial Mathematics)

الوحدة الخامسة

5



�أين يقع هذا النفق ؟
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نتهــاء مــن دراســة هــذه الوحــدة والتفاعــل مــع �أنشــطتها �أن يكونــوا قادريــن علــى  يتوقــع مــن الطلبــة بعــد ال�إ
ــة مــن خــلال ال�آتــي: توظيــف مفاهيــم الفائــدة والســندات فــي الحيــاة العمليّ

• التعرف �إلى مفهوم الفائدة، و�أنواعها.	

• التعرف �إلى عوامل الفائدة.	

• �إيجاد الفائدة البسيطة.	

• �إيجاد الفائدة المركبة.	

• استنتاج الفرق بين الفائدتين البسيطة والمركبة.	

• التعرف �إلى مفهوم السندات، و�أنواعها.	
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  	             الفـائـــــــدة 
1 - 5)Interest( 		    						    

يســتثمر بعــض النــاس نقودهــم عــن طريــق �إيداعهــا فــي البنــوك، حيــث يقــوم البنــك باســتثمارها فــي 
نشاط

1
أربــاح، ويعطــي فوائــد للذيــن يدّخــرون لديــه بنســبة معينــة،  مشــاريع تحقــق لهــم نســبة معينــة مــن ال�
نــه ي�أخــذ منهــم نســبة فائــدة  تســمى نســبة فائــدة. وعندمــا يقتــرض �أصحــاب ال�أعمــال مــن البنــك، ف�إ

�أيضاً مقابل ذلك. 

فمثــلاً، �إذا �أودع شــخص مبلــغ 200 دينــار فــي �أحــد البنــوك، وكان هــذا البنــك يعطــي فائــدةً ســنويةً نســبتها 8% ، فمــا 
المبلــغ الــذي يقبضــه الشــخص مــن البنــك �أرباحــاً عــن المبلــغ المــودع؟ يقبــض الشــخص 8 دنانيــر عــن كل مائــة دينــار، 

نــه يقبــض فــي نهايــة العــام ............... لــذا ف�إ

يسمى المبلغ 16 ديناراً الذي يقبضه في نهاية السنة الفائدة.

�أم العبــد امــر�أة فلســطينية زوجهــا �أســير فــي ســجون الاحتــلال، لديهــا بنــت وولــد وتفكــر كيــف تؤمــن 

نشاط
٢

لهمــا �أقســاط الدراســة الجامعيــة بعــد 6 ســنوات، حيــث �إنهــا تمتلــك مبلــغ 4000 دينــار ورثتــه عــن 
ــك �أنهــا  ــي البن ــار،  و�أبلغهــا الموظــف ف ــغ 2000 دين ــح حســاب بنكــي لهمــا بمبل ــررت فت �أبيهــا، ق

ستحصل على 200 دينار زيادة سنوياً:

11  ما مقدار الزيادة التي تحصل عليها �أم العبد بعد 6 سنوات؟-

الزيادة بعد السنة ال�أولى : 200 دينار.

الزيادة تكون 600 بعد السنة ...........

الزيادة بعد السنة السادسة :.............

22 تسمى هذه الزيادة:................، النسبة المئوية للزيادة : 10% .   لماذا؟-

33 جملة المبلغ الذي ستحصل عليه بعد 6 سنوات: ..........................-

44 العوامل المؤثرة في الفائدة: الزمن، ..............، ................ -
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:)Interest( تعريف الفائدة
هــو المبلــغ الــذي يدفــع مقابــل اســتخدام المــال، �أو هــي عائــد اســتثمار مبلــغ مــا بمعــدل معيــن لزمــن معيــن. ويعبــر 

عنــه عــادة بنســبة مئويــة تســمى "ســعر الفائــدة" �أو "معــدل الفائــدة" وهــي نوعــان:
الفائدة البسيطة: وهي الفائدة التي تحسب على �أصل المبلغ في نهاية كل فترة زمنية.

الفائــدة المركبــة: وهــي الفائــدة التــي تحســب علــى �أصــل المبلــغ بعــد �إضافــة الفائــدة �إلــى ال�أصــل فــي نهايــة كل 
فتــرة زمنيــة، �أي �أنــه بعــد نهايــة كل فتــرة زمنيــة يكــون لدينــا �أصــل جديــد، وهــذا ال�أصــل الجديــد هــو �أصــل المبلــغ 

الســابق مضافــاً �إليــه الفائــدة مــن الفتــرة الســابقة.

العوامل المؤثرة في حساب الفائدة، هي:
1- �أصل المبلغ، ويرمز له بالرمز  )م(: وهو عبارة عن مبلغ القرض، �أو المبلغ المستثمر.

2- معدل الفائدة ويرمز لها بالرمز )(: هو العائد من وحدة ر�أس المال )دينار( لكل وحدة زمن )سنة()١(.
3- الفترة الزمنية ويرمز لها بالرمز )(: وهي عبارة عن مدة القرض، �أو مدة الاستثمار.

:)Simple Interest( الفائدة البسيطة
ــن ســنة(،  ــل م ــادة �أق ــرة ال�أجــل )ع ــة قصي ــرة زمني ــوال، �أو اســتثمارها لفت أم ــراض ال� ــد اقت ــدة البســيطة عن تســتخدم الفائ
وتحســب دائمــاً علــى �أصــل المبلــغ عــن كل وحــدة زمنيــة، �أي �أنهــا لا تعتبــر مــن فتــرة زمنيــة �إلــى �أخــرى عنــد ثبــات �أصــل 

القــرض، �أو �أصــل المبلــغ المســتثمر.
تسمى هذه الفائدة بالفائدة البسيطة، وتحسب بالعلاقة:  

 ×  × ف = م  
جملة المبلغ بفائدة بسيطة = المبلغ ال�أصلي + الفائدة البسيطة.

  جـ = م + ف 
حيــث: )ف( هــي الفائــدة ،)م( �أصــل المبلــغ، و)( معــدل الفائــدة، و)( الفتــرة الزمنيــة، �أو المــدة بالســنوات، و�إذا 

كانــت بال�أشــهر = عــدد ال�أشــهر ÷ 12

مثال )١(: استثمر يامن مبلغ 1000 دينار لمدة 3 سنوات في �أحد البنوك بمعدل فائدة سنوي قدره %7 ، 
            �أجد مقدار الفائدة البسيطة، وجملة المبلغ.

الحل: المعطيات: م = 1000 دينار ،    ، ٪7 =  = 3 سنوات.

	      ف =  م ×  ×  = ١٠٠٠ × ٠,٠٧ × ٣ = ٢١٠ دنانير.
جملة المبلغ = المبلغ ال�أصلي + الفائدة البسيطة 	
جملة المبلغ = 1000 + 210 = 1210 دنانير.  	

١     تم التعارف على كتابة معدل الفائدة في مقدار العائد لكل ١٠٠ وحدة من النقود / لكل وحدة زمن لذلك ف�إن معدل الفائدة يكتب كنسبة مئوية 
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ــاراً. �أجــد �أصــل  ــال )2(: �إذا كان العائــد )الفائــدة( مــن اســتثمار مبلــغ تــم اســتثماره لمــدة ٤ ســنوات هــو 480 دين مث
ــ�أن معــدل الفائــدة هــو 8% ســنوياً. المبلــغ المســتثمر، علمــاً ب

 %8 =  ، ً4 سنوات  ، ف = 480 دينارا =  :الحل: المعطيات

  ×  × ف =  م      	 

٤٨٠ = م × ٠,٠٨ × ٤ 		

 = ١٥٠٠ دينار
٤٨٠
٠,٣٢

		    م = 

  �أكمل الفراغ في الجدول ال�آتي: 
نشاط

الجملةالفائدةالزمن بالسنواتمعدل الفائدة البسيطةالمبلغ ٣

14000%123  

2 %643600 

35000%7  8500

4  5  

 ٩٢٩٠  ٣٠٠٠٠المجموع

�أنواع الفائدة البسيطة:	

أيام، نميز بين طريقتين لحساب الفائدة البسيطة:  يداع بال�     �إذا كانت مدة ال�إ

11 الفائدة التجارية : )ف(: حيث تعتبر عدد �أيام السنة في الفائدة التجارية 360 يوماً، (

أيام ÷ 360      �أي    = المدة بال�

22 (: حيث تعتبر عدد �أيام السنة في الفائدة الصحيحة )1( 365 يوماً (
—
الفائدة الصحيحة )ف

أيام ÷ 365       �أي    =   المدة بال�

1     السنة الكبيسة عدد �أيامها ٣٦٦ يوماً  )سنقتصر في دراستنا على السنة العادية فقط(. 
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مثــال )3(: �أجــد قيمــة كل مــن الفائــدة التجاريــة والصحيحــة المترتبــة علــى مبلــغ قــدره 20000 دينــار، اســتثمر بمعــدل 
فائــدة بســيطة 6% ســنوياً لمــدة 90 يومــاً، علمــاً بــ�أن الســنة عاديــة. مــاذا نســتنتج ؟

الحل: الفائدة التجارية:

  ×  × ف =  م        

 = ٣٠٠ دينار.
٩٠
٣٦٠ ف = ٢٠٠٠٠  × ٠,٠٦ × 

    
الفائدة الصحيحة: 

 ×  × م  = 
—
        ف

 = ٢٩٥,٩ ديناراً.
٩٠
٣٦٥  × ٢٠٠٠٠ × ٠,٠٦ = 

—
ف

�ألاحظ �أن الفائدة الصحيحة اقل من الفائدة التجارية.

لذلك تستخدم البنوك الفائدة التجارية عند منح القروض، والفائدة الصحيحة عند فتح حسابات التوفير.

ملاحظة: يكتفى بالحل ل�أقرب ثلاث منازل عشرية.
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٥ - ١  تمارين ومسائل

س1: �أودعت عبير مبلغاً قدره 13800 دينار في بنك لمدة 10 �أشهر، بمعدل فائدة بسيطة 4% سنوياً، �أجد:
     �أ( مقدار الفائدة.     

    ب( الجملة البسيطة للمبلغ في نهاية المدة.

س2: �أجــد مقــدار المبلــغ الــذي يجــب �إيداعــه فــي بنــك لمــدة 8 ســنوات، للحصــول علــى جملــة مقدارهــا 5600 دينــار 
بمعــدل فائــدة بســيطة %5.

ــدة بســيطة 8% ســنوياً ليعطــي  ــار، بمعــدل فائ ــدره 24000 دين ــغ ق س3: �أحســب عــدد ال�أشــهر اللازمــة لاســتثمار مبل
ــار. ــدة قدرهــا 800 دين فائ

س4: اقتــرض تاجــر مــن البنــك مبلــغ 12000 دينــار، بمعــدل فائــدة بســيطة مقدارهــا ١١% لمــدة 3 ســنوات �أحســب 
جملــة المبلــغ.

س5: قامت فيروز باستثمار مبلغ 12000 دينار، بمعدل فائدة  3% سنوياً من �أصل المبلغ المستثمر. �أجد:
�أ( الفائدة التي تحصل عليها فيروز في 3 �أشهر.

ب( الفترة الزمنية اللازمة للحصول على عوائد قدرها 2160 ديناراً.

س6: �أودع جــورج مبلــغ 8000 دينــار لمــدة 240 يومــاً، بمعــدل فائــدة بســيطة 12% ســنوياً. �أحســب الفائــدة التجاريــة 
والصحيحة.

س7: حصلــت لبنــى علــى فوائــد مــن البنــك قيمتهــا 420 دينــاراً مقابــل اســتثمارها مبلــغ 12000 دينــار فــي حســاب الربــح 
البســيط لمــدة 7 شــهور. �أجــد معــدل الفائــدة البســيطة التــي يمنحهــا البنــك للبنــى.
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  	     الفائــــدة المركبــــــــة 
2 - 5)Compound Interest(  						    

نشاط
1

يداعات المالية لل�أفراد والشركات، وذلك للربح وزيادة ر�أس المال. تتنافس البنوك في جذب ال�إ

فــاز فــادي فــي �إحــدى المســابقات، وحصــل علــى مبلــغ 10000 دينــار، وذهــب �إلــى �أحــد البنــوك 
لاســتثمار هــذا المبلــغ لمــدة 3 ســنوات، ف�أخبــره موظــف البنــك بــ�أن لهــذا المبلــغ ربحيــن مختلفيــن فــي نهايــة الثــلاث 

ســنوات، بفائــدة واحــدة 6% تعجــب فــادي وتســاءل عــن الفــرق فــي الربــح:

١- ربح فادي بعد سنة 600 دينار بحساب الربح البسيط.

٢- ربح فادي بعد 3 سنوات .................... بحساب الربح البسيط.

٣- ربــح فــادي بعــد ســنتين 1200 دينــار بحســاب الربــح البســيط، و 1236 دينــاراً بربــح مــن نــوع �آخــر. كــم الفــرق بيــن 
الربــح فــي حســابين مختلفيــن.................. 

مفهوم الفائدة المركبة: 
اســتعرضنا فــي الصــف الحــادي عشــر مفهــوم الفائــدة المركبــة وكيفيــة حســابها علــى الاســتثمارات طويلــة ال�آجــال بشــكل 

عــام، وســوف نتعــرف فــي هــذا الــدرس علــى تطبيقاتهــا ال�أخــرى، و�أنواعهــا.  
مفهــوم الفائــدة المركبــة: هــي المــردود المالــي الناتــج مــن اســتثمار مبلــغ مــن المــال خــلال مــدة زمنيــة محــددة بمعــدل 
فائــدة معيــن، بحيــث يضــاف هــذا المــردود �إلــى المبلــغ ال�أصلــي فــي نهايــة كل دورة زمنيــة، وتحســب جملــة المبلــغ 

بالفائــدة المركبــة حســب العلاقــة: 
)+جـ = م )١      

        ف = جـ - م

       م: المبلغ ال�أصلي ، : المدة الزمنية ، : المعدل ، ف: الفائدة المركبة ، جـ: جملة المبلغ.

مثال)1(: �أودع مبلغ 30000 دينار في بنك لمدة 7 سنوات بمعدل فائدة مركبة 6% سنوياً. �أجد:
٢( مقدار الفائدة المركبة. 			  ١( جملة المبلغ. 
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)+جـ = م )١
                                                      			  جـ = ٣٠٠٠ )١+ ٠,٠٦(٧ = ٣٠٠٠ × ١,٥٠٣ = ٤٥١٠٨,٩ دينار 

ف = جـ - م
ف = ٤٥١٠٨,٩ - ٣٠٠٠٠ = ١٥١٠٨,٩ دنانير.

مثــال)2(: مــا المبلــغ الــذي اســتثمره فــادي  لمــدة 6 ســنوات، فــي بنــك يعطــي فائــدة مركبــة بمعــدل 9% ســنوياً، ف�أعطــى 
مبلغــاً جملتــه 167710 دنانير. 

)+جـ = م )١
167710 = م )١,٠٩(٦

 = ٩٩٩٩٩,٩٩  100000 دينار
167710
١,٠٩(٦(

م = 

مثــال)3(: يوفــر نــزار مبلــغ 1000 دينــار فــي �أحــد البنــوك، بفائــدة مركبــة 6% ســنوياً، �إذا بلغــت جملــة المبلــغ 2400 
دينــار. �أجــد الفتــرة الزمنيــة التــي اســتثمر فيهــا المبلــغ.

)جـ = م )١+ع

        )١,٠٦( = ومنها    ٢,٤    )١٠٠٠)١,٠٦ = 2400

آلة الحاسبة العلمية ن�أخذ لوغاريتم الطرفين:  وباستخدام ال�

= ١٥,٠٢سنة 
٢,٤

١,٠٦
 =  ومنها    )١,٠٦( = ٢,٤

�إضافة الفائدة �أكثر من مرة في العام:

عند �إضافة الفائدة �أكثر من مرة في العام، يكون قانون الجملة المستخدم في هذه الحالة، هو:

(،  حيث: عدد مرات �إضافة الفائدة 


جـ = م )١+

مثــال )4(: �أحســب ر�أس المــال الناتــج مــن توظيــف مبلــغ 3000 دينــار فــي بنــك يعطــي فائــدة مركبــة معدلهــا 8% ســنوياً 
لمــدة 9 ســنوات، وتضــاف الفائــدة مرتيــن فــي العــام، ثــم �أحســب الفائــدة المركبــة.

) 


الحل: جـ = م )١+

(٩×٢ = ٣٠٠٠)١,٠٤(١٨ = ٦٠٧٧,٤٥ ديناراً.
٠,٠٨
٢

جـ = ٣٠٠٠ )١+ 

الفائدة المركبة = جـ - م = ٦٠٧٧,٤٥ - ٣٠٠٠ = = ٣٠٧٧,٤٥ ديناراً.
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 �أكمل الفراغ في الجدول ال�آتي:
نشاط

الفائدةالجملةالمدة بالسنواتالمعدلالمبلغ٢

٨٨  , ٤٢٩٦٠٤% سنويا20000ً�أ

68  ,6821147 ,٦,٥36147 سنة 7% كل 6 شهورب

24 ,519111 ,11%سنويا8000ًج

17  ,710681 ,3% كل 3 شهور 10000د

   

٥ - ٢  تمارين ومسائل

ــة معدلهــا الســنوي 9% �أجــد  ــار فــي بنــك، بحســاب فائــدة مركب أمــل للمكفوفيــن 8000 دين ــة ال� س1: �أودعــت جمعي
جملــة المبلــغ بعــد 6 ســنوات.

س2: �أودعــت ســعاد مبلــغ 5000 دينــار فــي البنــك، بحســاب فائــدة مركبــة معدلهــا 7.5% ســنوياً. �أجــد عــدد الســنوات 
التــي تلــزم حتــى تصبــح جملــة المبلــغ 7178.1466 دينــاراً .

س3: �أودع غســان 40000 دينــار فــي بنــك بفائــدة مركبــة بمعــدل مــا وفــي نهايــة 8 ســنوات بلغــت الفوائــد المســتحقة 
لــه 15657,85 دينــاراً.  �أجــد معــدل الفائــدة المركبــة الســنوي.

س4: �أحســب ر�أس المــال الناتــج مــن توظيــف مبلــغ 15000 دينــار فــي بنــك، يعطــي فائــدة مركبــة معدلهــا 7% ســنوياً 
لمــدة 5 ســنوات، وتضــاف الفائــدة مرتيــن فــي العــام، ثــم �أحســب الفائــدة المركبــة.

ــغ  ــة كان المبل ــدة زمني ــة 8% ســنوياً، وبعــد م ــدة مركب ــك بمعــدل فائ ــن البن ــار م ــغ 8000 دين ــرض ماجــد مبل س5: اقت
ــغ. ــدة الاســتثمار لهــذا المبل ــر، �أجــد م ــه 14807,44 دناني ــوب من المطل

س6: �أودع رامــي مبلــغ 5000 دينــار فــي بنــك بمعــدل فائــدة مركبــة 12 % ســنوياً ولمــدة 3 ســنوات، فــ�إذا علمــت �أن 
الفوائــد تضــاف كل 3 شــهور. �أجــد جملــة الوديعــة.
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5 - ٣  	        الســــــندات  
)Bonds(      	   						    

نشاط )1(: للشركات والمؤسسات ال�أهلية في فلسطين دور كبير في توفير فرص عمل لذوي الدخل 
نشاط

1
المحدود والحالات الخاصة عن طريق تطوير بعض المشاريع. 

�إقامة مصنع لحفظ وتغليف المنتجات الزراعية في  �أبو غزالة التسوية  تنوي مؤسسة الشهيدة شادية 
دارية للمؤسسة البحث عن طرق مختلفة لتمويل التكاليف،  منطقة ال�أغوار، واتفقت عضوات الهيئة ال�إ
حيث اقترحت �إحدى العضوات اخذ قرض من البنك و�أخرى اقترحت بيع قطعة ارض تابعة للمؤسسة، و�أخيرا قررت 
دارية للمؤسسة �إصدار سندات قيمتها الاسمية 10000 دينار وبمعدل 100 دينار لكل سند وفائدة اسمية %8. الهيئة ال�إ

يراد منها بعد 5 سنوات؟ ................. �إذا اشترت مها 20 سندا ً, ما مقدار ال�إ

بعض  تمويل  �أجل  من  البلديات  بعض  �أو عن  العامة  المساهمة  الشركات  �أو  الدولة  دين يصدر عن  �أداة  هو  السند: 
المشاريع.

تطرحا لسندات للبيع في سوق المال لتحصيل مبالغ لتمويل الشركات �أو المشروعات الكبيرة. وتصنف السندات وفقا 
لمعايير مختلفة مثل: الجهة المصدرة ، فترة الاستحقاق ، الفائدة، .......... الخ. 

ويكتب على السند معلوماته الرئيسة وهي: اسم الجهة المصدرة للسند وقيمته الاسمية ومعدل فائدته الاسمية والمدة 
الزمنية لاستحقاقه.

ويرتبط حساب السندات بعدة عوامل وهي:
.  لقيمة الاسمية للسند: وهي القيمة النقدية التي تكون مدونة على السند. ويرمز لها بالرمز	ا .1

 . معدل الفائدة الاسمي )السنوية(: ويرمز له بالرمز 	.2
.  لمدة الزمنية لاستحقاق السند: ويرمز له بالرمز	ا .3

مبلغ الفائدة عن كل وحدة زمنية ويرمز له بالرمز ف ، ويساوي حاصل ضرب القيمة الاسمية للسند في معدل الفائدة  	.4
  ف   الاسمي له، �إذا كانت الفائدة تدفع سنويا. حيث �أن

.
—
 معدل فائدة الاستثمار السوقية وهو قد يكون مساويا لمعدل الفائدة الاسمي �أو �أقل منه �أو يساويه، ويرمز له بالرمز  	.5

ا	لقيمة الحالية للقيمة الاسمية للسند: وهي تختلف من سنة �إلى �أخرى. .6


)—١+ع(
     حيث �أن القيمة الحالية للقيمة الاسمية للسند = 
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  )
١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—
ا	لقيمة الحالية للفوائد وتساوي  ف ×   .7

ا	لقيمة الحقيقية للسند ويرمز لها بالرمز ق)ح( وهي القيمة السوقية )الفعلية ( للسند وبناء عليها يتم تقييم السند في  .8
لحظة ما، ويتم اتخاذ القرار ببيع المستثمر للسند في سوق ال�أوراق المالية �أو استرجاعه من قبل الجهة المصدرة، 

حيث �أن:
القيمة الحقيقية للسند = القيمة الحالية للفوائد  + القيمة الحالية للقيمة الاسمية للسند

) 
)١+ع—( ن

( + 

  )
١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—
ق)ح( = ف ×  

 

مثــال )1(: ســند قيمتــه الاســمية 500 دينــار يســتهلك بعــد 10 ســنوات بمعــدل فائــدة اســمي للســند 8% ســنويا، 
ــة:  آتي ــالات ال� ــي الح ــند ف ــة للس ــة الحقيقي ــد القيم ــمية �أج ــه الاس ــند قيمت ــتهلك الس يس

معدل فائدة الاستثمار السوقية 9%سنويا. 	)1

معدل فائدة الاستثمار السوقية 8%سنويا. 	)2

الحل: ١( معدل الفائدة الاسمي للسند 8% سنويا ومعدل فائدة الاستثمار السوقية 9%سنويا.

٨ = ٤٠ديناراً
١٠٠             ف =  × ع = ٥٠٠ × 

) 
)١+ع—( ن

( + 
  )

١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—

            ق)ح( = ف ×  

500

10)0,09+١(
 +  

  )
١

10)0,09+١(
−١( 

0,09

ق)ح( = ٤٠ ×   	

211,237 + 
0,422−1

0,09  ×40 =
500

2,367
 +  

  )
١

2,367
−١( 

0,09

ق)ح( = ٤٠ ×   	

ملاحظة: لا يوجد في فلسطين مؤسسات تطرح السندات.
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211,237 + )
٠,٥٧٨
٠,٠٩ ق)ح( = ٤٠ × ) 	

ق)ح( = ٤٠ × ]٦,٤٢٢[ +  211,237 ديناراً.

		   = ٤٦٨,١١٧ ديناراً.

٢( معدل الفائدة الاسمي للسند 8% سنويا ومعدل فائدة الاستثمار السوقية 8%سنويا. 	

)


)١+ع—( ن
( + 

  )
١

)١+ع—( ن
−١( 

ع—
ق)ح( = ف ×   	

500

10)0,١+٠٨(
 + 

  )
١

10)0,١+٠٨(
−١( 

0,٠٨
ق)ح( = ٤٠ ×   	

	

500

2,١٥٨٩
 + 

  )
١

2,١٥٨٩
−١( 

0,٠٨
ق)ح( = ٤٠ ×   	

2٣1,٦٠ + )
0,٤٦٣١−1

0,٠٨
ق)ح( = ٤٠ × ) 	

2٣1,٦٠ + )
0,٥٣٦٩
0,٠٨

ق)ح( = ٤٠ × ) 	

ق)ح( = ٤٠ × )٦,٧١( + ٦٠,2٣1 	

٢٦٨,٤ + ٢٣١,٦٠ =       	

ق)ح( = ٥٠٠ ديناراً. 	
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مثال )٢(: �أصدرت �إحدى الشركات المساهمة العامّة سندات، القيمة الاسمية للسند 5000 دينار لمدة 16 سنة، بمعدل 
فائدة اسمي 12% ومعدل فائدة الاستثمار السوقية 8%، �أجد القيمة الحقيقية للسند، علماً ب�أن الفائدة تدفع كل ربع سنة.

١٦ × ٤ =  ، ٠,٠٣ = 
٠,١٢
٤

 =  ، ٠,٠٢= 
٠,٠٨
٤  = الحل: 

 ف =  ×  = ٥٠٠٠ ×٠,٠٣ = ١٥٠ ديناراً  

)


 )+١(
 + 

  )
١

 )+١(
−١( 


ق)ح( = ف ×)  	

500

٦٤)0,١+٠٢(
 +  

  )
١

٦٤)0,١+٠٢(
−١( 

0,٠٢
ق)ح( = ١٥٠ ×   	

	

500

٣,٥٥١
 +  

  )
١

٣,٥٥١
−١( 

0,٠٢
ق)ح( = ١٥٠ ×   	

500

٣,٥٥١
 + 

0,٢٨١−1

0,٠٢
ق)ح( = ١٥٠ ×  	

ق)ح( = )١٥٠ × ٣٥,٩٥( + ١٤٠,٨٠  	

ق)ح( = ٥٣٩٢,٥ + ١٤٠,٨٠ 	

	       = ٥٥٣٣,٣٠ ديناراً.

القيمة  تكون  السوقية  الاستثمار  فائدة  معدل  يساوي  السند  على  الاسمي  الفائدة  معدل  يكون  عندما 

الحقيقية للسند تساوي القيمة الاسمية له. وعندما يكون معدل الفائدة الاسمي على السند �أقل من معدل �أتعلم
فائدة الاستثمار السوقية تكون القيمة الحقيقية للسند �أقل من القيمة الاسمية، والعكس صحيح.



138

٥ - ٣  تمارين ومسائل

س1: ��أجــد القيمــة الحقيقيــة لســند قيمتــه الاســمية 4500 دينــارا لمــدة 5 ســنوات ومعــدل فائدتــه الاســمية  7% ســنويا، 
علمــا بــان فائــدة الاســتثمار الســوقية 7% �أيضــاً، علمــا بــ�أن )1.07(5 = 1.403.

س٢: ا�شــترت يمنــى ســندا قيمتــه الاســمية 1500 دينــارا لمــدة 5 ســنوات بمعــدل فائــدة اســمي 7% ســنويا ومعــدل فائــدة 
الاســتثمار الســوقية 6% �أجــد القيمــة الحقيقيــة للســند. علمــا بــ�أن  )١٫٠٦(5 = ١٫٣٣٨.

ــار لمــدة 8 ســنوات ومعــدل فائدتــه الاســمية 6% ســنويا، �إذا كان معــدل فائــدة  س٣: �ســند قيمتــه الاســمية 3600 دين
الاســتثمار الســوقية 9% �أجــد القيمــة الحقيقيــة لهــذا الســند.

س٤: �بلــغ معــدل الاســتثمار فــي الســوق الماليــة 7% ســنويا لمــدة 3 ســنوات لســند قيمتــه الحقيقيــة 1700 دينــاراً ومعــدل 
فائدتــه الاســمي 7% ســنويا �أجــد القيمــة الاســمية للســند. 

س٥: �ســند قيمنــه الاســمية 4000 دينــاراً لمــدة 5 ســـنوات، �إذا كان معــدل فائــدة الاســـتثمار الســـوقية 10% �أجــد معــدل 
الفائــدة الاســمي علمــا بــ�أن القيمــة الحقيقيــة للســند هــي 7484.472 دينــار.

(،  وفي �أسئلة الفائدة المركبة يعطى قيم  بعض اللوغاريتمات.
ع— ملاحظة: في مثل هذه ال�أسئلة يعطى الطالب  قيمة المقدار  )١+
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  	         �أنواع السندات
٤ - 5)Types of bond(  	   						       

�إن التطــور والتوســع التجــاري الحاصــل فــي ال�أســواق، قابلــه تطــور فــي �آليــة عــرض المعامــلات الماليــة 
نشاط

1
وتنوعها، وبال�أخص السندات.

ينــوي يامــن اســتثمار مبلــغ مــن المــال بشــراء ســندات، ومــن ضمــن العــروض المتوفــرة ســند قيمتــه 
1000 دينــار وعائــده الاســمي 3% ومدتــه ســنة، وســند قيمتــه 1000 دينــار، وعائــده الاســمي حســب 

ســعر الفائــدة الســوقي، ومدتــه 10 ســنوات.

�أي العروض �أفضل للاستثمار؟ .......................................... 

هنــا يجــب �أن لا ننظــر فقــط لمقــدار الفائــدة، بــل يجــب �أخــذ مــدة الاســتحقاق بعيــن الاعتبــار، حيــث �إن الســند ال�أول 
يســترجع قيمتــه كاملــة فــي نهايــة العــام ال�أول �إضافــة �إلــى 3%، بينمــا يحصــل صاحــب الســند الثانــي علــى فائــدة قيمتهــا 

5%  ولكــن ســعرها غيــر معلــوم فــي نهايــة العــام، �أي هنالــك �أنــواع مختلفــة للســندات، مــن حيــث الفائــدة.

�أنواع السندات من حيث الفائدة:
    للســندات �أنــواع كثيــرة مــن حيــث الفائــدة، منهــا: الســندات المســتديمة )ذات معــدل الفائــدة الثابــت( وذات معــدل 

الفائــدة المتحــرك، وصفريــة الكوبــون والدخــل والمشــاركة والرديئــة.

سنتطرق في دراستنا �إلى السندات المستديمة فقط:

1( السندات المستديمة:
   هــذا النــوع مــن الســندات ليــس لــه فتــرة ســداد محــدد، وتصدرهــا عــادة الحكومــات لتمويــل مشــروعاتها، . ويســتطيع 
حامــل الســند اســترداد القيمــة ببيــع الســند فــي الســوق الماليــة، ويمكــن حســاب ثمــن الشــراء )القيمــة الشــرائية ( لهــذا 

الســند باســتخدام علاقــة القيمــة الحاليــة للدفعــات المســتديمة، �أي �أن ثمــن شــراء الســند. 

 ×  = علماً ب�أن ف ، 
× 


ق)ح( =  

 

: القيمة الاسمية.

: معدل الفائدة السنوية.
: معدل الفائدة في السوق المالي، وتسمى معدل الاستثمار. —



ق)ح(: القيمة الحالية للسندات المستديمة.
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ــار  ــة، ســندات مســتديمة القيمــة الاســمية للســند 1000 دين ــال )١(: �أصــدرت �إحــدى الشــركات المســاهمة العام مث
ومعــدل الفائــدة الاســمي علــى هــذه الســندات يســاوي 8% ســنوياً، �إذا كان معــدل الفائــدة فــي الســوق 10% �أجــد القيمــة 

الحقيقيــة لهــذه الســندات.

 = ٨٠٠ دينار
١٠٠٠ × ٠,٠٨

٠,١٠
 = 

× 


الحل: ق)ح( = 

ــدل  ــدة اســمي 10 % ومع ــدل فائ ــندات مســتديمة بمع ــة س ــال )٢(: �أصــدرت �إحــدى الشــركات المســاهمة العام مث
ــار.  ــة تســاوي 3600 دين ــة الحقيقي ــ�أن القيم ــاً ب ــة الاســمية للســند، علم ــي الســوق 12% �أجــد القيم ــدة ف الفائ

       
× 


  الحل: ق)ح( = 

  �أي �أن  = ٤٣٢٠ ديناراً وهي القيمة الاسمية.
٤٣٢
٠,١

 =  ومنها    
٠,١× 
٪١٢

 = ٣٦٠٠          

 ، مثــال )٣(: اســتثمر ســامي فــي شــراء ســندات مســتديمة بقيمــة اســمية ٥٠٠٠ دينــاراً للســند بمعــدل فائــدة اســمي
ومعــدل الفائــدة فــي الســوق ٨ ٪ فــ�إذا كانــت القيمــة الحقيقيــة للســند حاليــاً ٦٢٥٠ دينــاراً �أجــد معــدل الفائــدة الاســمية.

، ٪ ٨ =   ، ٥٠٠٠ =  :الحل

ق)ح( = ٦٢٥٠

× 


ق)ح( = 

   × ٥٠٠٠
٠,٠٨

 = ٦٢٥٠

ومنها  = ١٠ ٪        لماذا؟
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٥ - ٤  تمارين ومسائل

ــة  ــدة الدوري ــ�أن الفائ ــه 8% علمــاً ب ــار، ومعــدل فائدت ــه الاســمية 4500 دين ــم قيمت ــة لســند دائ س1: �أجــد القيمــة الحالي
أولــى تــؤدى بعــد 7 ســنوات، ومعــدل الفائــدة فــي الســوق الماليــة 6% ســنوياً. ال�

س2: �أجــد ثمــن شــراء ســند قيمتــه الاســمية 3000 دينــار، يســتهلك بعــد 12 ســنة بالقيمــة الاســمية نفســها، وتدفــع 
فوائــده كل ثلاثــة شــهور، وبمعــدل ســنوي 8% �إذا علمــت �أن معــدل الاســتثمار فــي الســوق الماليــة 5% كل ثلاثــة شــهور.

)ملاحظــة: 3 شــهور تعنــي ربــع ســنوي(.

س٣: �أصــدرت شــركة مســاهمة عامــة ســندات مســتديمة بقيمــة اســمية ٤٠٠٠ دينــار للســند وبمعــدل فائــدة اســمي ٩٪ 
فــ�إذا علمــت �أن القيمــة الحقيقيــة للســند تســاوي ٥١٤٢,٨٦، �أجــد معــدل الفائــدة الســوقي.

س٤: اشــترى وليــد ســندات مســتديمة مــن �أحــد الشــركات المســاهمة العامــة بقيمــة اســمية ٣٠٠٠ دينــار للســند وبمعــدل 
فائــدة اســمي ١٢٪، فــ�إذا كان معــدل الفائــدة فــي الســوق ١٢٪، �أجــد القيمــة الحقيقيــة للســندات.
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5 - 5   تمارين عامة:

جابة الصحيحة مما ي�أتي:  س١: �أختار رمز ال�إ

1( �إذا استثمر مبلغ  قدره 82000 دينار، بمعدل 5% سنوياً، فما الفائدة البسيطة بعد 6 سنوات:

د( 24600جـ( 24100ب( 24900�أ( 24200

2( استثمر مبلغ قدره 5000 دينار بمعدل 8% سنوياً، فما الجملة البسيطة للمبلغ بعد 10 سنوات: 

د( 9500جـ( 9400ب( 5400�أ( 9000

3( �إذا بلغت الفائدة البسيطة لمبلغ 800 دينار 80 ديناراً، ف�إن معدل الفائدة يساوي: 

د( 15%جـ( 10%ب( 18% �أ( %5

4(�إذا كانت الفائدة التجارية لمبلغ ما تساوي 146 فما قيمة الفائدة الصحيحة؟ 

د( 147جـ( 146ب( 144�أ( 149

5( �أصــدرت �إحــدى الشــركات المســاهمة العامــة ســندات القيمــة الاســمية للســند 100000 دينــار لمــدة 15 ســنة، 
وتحمــل معــدل فائــدة اســمي 10% ، ومعــدل الفائــدة بالســوق 10% مــا القيمــة الحقيقيــة للســند في تاريخ الاســتحقاق؟

د( 110000 دينارجـ( 10000 دينارب( 100000 دينار�أ( 1000 دينار

آتية ليست من عناصر احتساب الفائدة؟ 6( �أي من ال�

د( جملة المبلغجـ( المدةب( سعر الفائدة�أ( مبلغ القرض

7( �أراد علــي �أن يســتثمر مبلــغ 2800 دينــار بفائــدة بســيطة بمعــدل 4% ســنوياً، وحصــل فــي نهايــة المــدة علــى فائــدة 
مقدارهــا 280 دينــاراً، كــم مــدة الاســتثمار؟

د( 3 سنواتجـ( سنتان ونصفب( سنة ونصف�أ( 8 سنوات

8( تتساوى الفائدة المركبة مع الفائدة البسيطة في: 
ب( الفترة ال�أولى للقرض فقط 			  �أ ( جميع فترات القرض 

			 د( لا تتساوى في �أي فترة من الفترات.  جـ( الفترتان ال�أولى والثانية 



143

9( اســتثمر مبلــغ 1000 دينــار لمــدة 10 ســنوات، وبلغــت جملتــه 1552,969 دينــاراً، فمــا هــي معــدل الفائــدة 
ــة؟ المركب

 د( 1,5%جـ( 4,5% ب( 3,5%   �أ( %2,5

10( �إذا بلغــت القيمــة الحقيقيــة لســندات مســتديمة 24000 دينــار، وبلــغ معــدل الفائــدة فــي الســوق 10% فمــا مبلــغ 
الفائــدة علــى الســندات؟ 

د( 240 ديناراً. جـ( 240000 دينار   ب( 24000 دينار   �أ( 2400 دينار

ــدة البســيطة  ــار لمــدة 120 يومــاً بمعــدل 12% ســنوياً. �أحســب الفائ ــل مــن بنــك مبلــغ 8000 دين س2: اقترضــت رتي
ــة والصحيحــة. التجاري

س3: حصــل �أحــد التجــار مــن البنــك علــى فوائــد قيمتهــا 840 دينــاراً مقابــل مبلــغ 24000 دينــار، �أودعــه فــي البنــك 
لمــدة ســنتين �أحســب معــدل الفائــدة البســيطة التــي حســبها البنــك؟

س4: �أودعــت فــداء مبلــغ 5000 دينــار فــي البنــك بمعــدل فائــدة مركبــة ١٢% ســنوياً، �أحســب مبلــغ الفائــدة المســتحقة 
لهــا بعــد 4 ســنوات، �إذا كانــت الفوائــد تضــاف كل شــهر؟

س5: �أجــد المبلــغ الــذي تصبــح جملتــه 7176,88 دينــاراً فــي نهايــة 3 ســنوات، بمعــدل فائــدة مركبــة 6% ســنوياً تضــاف 
كل شهرين.

س6: �أصــدرت الدولــة ســندات دائمــة القيمــة الاســمية للســند 1000 دينــار، ومعــدل الفائــدة الاســمي 10% ، ومعــدل 
الفائــدة فــي الســوق 9% والفوائــد تدفــع كل ســنة، �أجــد ســعر �إصــدار هــذه الســندات.

آتي: س7: �أقيّم ذاتي: �أكمل الجدول ال�

مستوى الانجاز مؤشر الاداء

متوسط منخفض  مرتفع

اجد حسب القواعد الفائدة بانواعها

احدد انواع السندات وكيفية حسابها

 احل مشكلات حياتية على انواع السندات
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0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00 ع
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 3.7-
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 3.6-
0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 3.5-
0.0002 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 3.4-
0.0003 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0005 0.0005 0.0005 3.3-
0.0005 0.0005 0.0005 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0007 0.0007 3.2-
0.0007 0.0007 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0009 0.0009 0.0009 0.0010 3.1-
0.0010 0.0010 0.0011 0.0011 0.0011 0.0012 0.0012 0.0013 0.0013 0.0013 3.0-
0.0014 0.0014 0.0015 0.0015 0.0016 0.0016 0.0017 0.0018 0.0018 0.0019 2.9-
0.0019 0.0020 0.0021 0.0021 0.0022 0.0023 0.0023 0.0024 0.0025 0.0026 2.8-
0.0026 0.0027 0.0028 0.0029 0.0030 0.0031 0.0032 0.0033 0.0034 0.0035 2.7-
0.0036 0.0037 0.0038 0.0039 0.0040 0.0041 0.0043 0.0044 0.0045 0.0047 2.6-
0.0048 0.0049 0.0051 0.0052 0.0054 0.0055 0.0057 0.0059 0.0060 0.0062 2.5-
0.0064 0.0066 0.0068 0.0069 0.0071 0.0073 0.0075 0.0078 0.0080 0.0082 2.4-
0.0084 0.0087 0.0089 0.0091 0.0094 0.0096 0.0099 0.0102 0.0104 0.0107 2.3-
0.0110 0.0113 0.0116 0.0119 0.0122 0.0125 0.0129 0.0132 0.0136 0.0139 2.2-
0.0143 0.0146 0.0150 0.0154 0.0158 0.0162 0.0166 0.0170 0.0174 0.0179 2.1-
0.0183 0.0188 0.0192 0.0197 0.0202 0.0207 0.0212 0.0217 0.0222 0.0228 2.0-
0.0233 0.0239 0.0244 0.0250 0.0256 0.0262 0.0268 0.0274 0.0281 0.0287 1.9-
0.0294 0.0301 0.0307 0.0314 0.0322 0.0329 0.0336 0.0344 0.0351 0.0359 1.8-
0.0367 0.0375 0.0384 0.0392 0.0401 0.0409 0.0418 0.0427 0.0436 0.0446 1.7-
0.0455 0.0465 0.0475 0.0485 0.0495 0.0505 0.0516 0.0526 0.0537 0.0548 1.6-
0.0559 0.0571 0.0582 0.0594 0.0606 0.0618 0.0630 0.0643 0.0655 0.0668 1.5-
0.0681 0.0694 0.0708 0.0721 0.0735 0.0749 0.0764 0.0778 0.0793 0.0808 1.4-
0.0823 0.0838 0.0853 0.0869 0.0885 0.0901 0.0918 0.0934 0.0951 0.0968 1.3-
0.0985 0.1003 0.1020 0.1038 0.1056 0.1075 0.1093 0.1112 0.1131 0.1151 1.2-
0.1170 0.1190 0.1210 0.1230 0.1251 0.1271 0.1292 0.1314 0.1335 0.1357 1.1-
0.1379 0.1401 0.1423 0.1446 0.1469 0.1492 0.1515 0.1539 0.1562 0.1587 1.0-
0.1611 0.1635 0.1660 0.1685 0.1711 0.1736 0.1762 0.1788 0.1814 0.1841 0.9-
0.1867 0.1894 0.1922 0.1949 0.1977 0.2005 0.2033 0.2061 0.2090 0.2119 0.8-
0.2148 0.2177 0.2206 0.2236 0.2266 0.2296 0.2327 0.2358 0.2389 0.2420 0.7-
0.2451 0.2483 0.2514 0.2546 0.2578 0.2611 0.2643 0.2676 0.2709 0.2743 0.6-
0.2776 0.2810 0.2843 0.2877 0.2912 0.2946 0.2981 0.3015 0.3050 0.3085 0.5-
0.3121 0.3156 0.3192 0.3228 0.3264 0.3300 0.3336 0.3372 0.3409 0.3446 0.4-
0.3483 0.3520 0.3557 0.3594 0.3632 0.3669 0.3707 0.3745 0.3783 0.3821 0.3-
0.3859 0.3897 0.3936 0.3974 0.4013 0.4052 0.4090 0.4129 0.4168 0.4207 0.2-
0.4247 0.4286 0.4325 0.4364 0.4404 0.4443 0.4483 0.4522 0.4562 0.4602 0.1-
0.4641 0.4681 0.4721 0.4761 0.4801 0.4840 0.4880 0.4920 0.4960 0.5000 0.0

عملحق: جدول التوزيع الطبيعي المعياري التراكمي



145

تابع جدول التوزيع الطبيعي المعياري التراكمي

0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00 ع
0.5359 0.5319 0.5279 0.5239 0.5199 0.5160 0.5120 0.5080 0.5040 0.5000 0.0
0.5753 0.5714 0.5675 0.5636 0.5596 0.5557 0.5517 0.5478 0.5438 0.5398 0.1
0.6141 0.6103 0.6064 0.6026 0.5987 0.5948 0.5910 0.5871 0.5832 0.5793 0.2
0.6517 0.6480 0.6443 0.6406 0.6368 0.6331 0.6293 0.6255 0.6217 0.6179 0.3
0.6879 0.6844 0.6808 0.6772 0.6736 0.6700 0.6664 0.6628 0.6591 0.6554 0.4
0.7224 0.7190 0.7157 0.7123 0.7088 0.7054 0.7019 0.6985 0.6950 0.6915 0.5
0.7549 0.7517 0.7486 0.7454 0.7422 0.7389 0.7357 0.7324 0.7291 0.7257 0.6
0.7852 0.7823 0.7794 0.7764 0.7734 0.7704 0.7673 0.7642 0.7611 0.7580 0.7
0.8133 0.8106 0.8078 0.8051 0.8023 0.7995 0.7967 0.7939 0.7910 0.7881 0.8
0.8389 0.8365 0.8340 0.8315 0.8289 0.8264 0.8238 0.8212 0.8186 0.8159 0.9
0.8621 0.8599 0.8577 0.8554 0.8531 0.8508 0.8485 0.8461 0.8438 0.8413 1.0
0.8830 0.8810 0.8790 0.8770 0.8749 0.8729 0.8708 0.8686 0.8665 0.8643 1.1
0.9015 0.8997 0.8980 0.8962 0.8944 0.8925 0.8907 0.8888 0.8869 0.8849 1.2
0.9177 0.9162 0.9147 0.9131 0.9115 0.9099 0.9082 0.9066 0.9049 0.9032 1.3
0.9319 0.9306 0.9292 0.9279 0.9265 0.9251 0.9236 0.9222 0.9207 0.9192 1.4
0.9441 0.9429 0.9418 0.9406 0.9394 0.9382 0.9370 0.9357 0.9345 0.9332 1.5
0.9545 0.9535 0.9525 0.9515 0.9505 0.9495 0.9484 0.9474 0.9463 0.9452 1.6
0.9633 0.9625 0.9616 0.9608 0.9599 0.9591 0.9582 0.9573 0.9564 0.9554 1.7
0.9706 0.9699 0.9693 0.9686 0.9678 0.9671 0.9664 0.9656 0.9649 0.9641 1.8
0.9767 0.9761 0.9756 0.9750 0.9744 0.9738 0.9732 0.9726 0.9719 0.9713 1.9
0.9817 0.9812 0.9808 0.9803 0.9798 0.9793 0.9788 0.9783 0.9778 0.9772 2.0
0.9857 0.9854 0.9850 0.9846 0.9842 0.9838 0.9834 0.9830 0.9826 0.9821 2.1
0.9890 0.9887 0.9884 0.9881 0.9878 0.9875 0.9871 0.9868 0.9864 0.9861 2.2
0.9916 0.9913 0.9911 0.9909 0.9906 0.9904 0.9901 0.9898 0.9896 0.9893 2.3
0.9936 0.9934 0.9932 0.9931 0.9929 0.9927 0.9925 0.9922 0.9920 0.9918 2.4
0.9952 0.9951 0.9949 0.9948 0.9946 0.9945 0.9943 0.9941 0.9940 0.9938 2.5
0.9964 0.9963 0.9962 0.9961 0.9960 0.9959 0.9957 0.9956 0.9955 0.9953 2.6
0.9974 0.9973 0.9972 0.9971 0.9970 0.9969 0.9968 0.9967 0.9966 0.9965 2.7
0.9981 0.9980 0.9979 0.9979 0.9978 0.9977 0.9977 0.9976 0.9975 0.9974 2.8
0.9986 0.9986 0.9985 0.9985 0.9984 0.9984 0.9983 0.9982 0.9982 0.9981 2.9
0.9990 0.9990 0.9989 0.9989 0.9989 0.9988 0.9988 0.9987 0.9987 0.9987 3.0
0.9993 0.9993 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9991 0.9991 0.9991 0.9990 3.1
0.9995 0.9995 0.9995 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9993 0.9993 3.2
0.9997 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9995 0.9995 0.9995 3.3
0.9998 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 3.4
0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 3.5
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 3.6
0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 3.7

ع



146

الوحدة ال�أولى )المصفوفات(

حلول تمارين ومسائل  ١ - ١

 

١٥٠   ١٠٠     ٥٠
٢٠٠   ١٥٠    ١٠٠

 ١٥٠    ١٠٠   ٢٥٠
١٥٠    ٢٠٠    ٥٠

 �أو 
        ٥٠    ٢٥٠    ٢٠٠    ١٥٠
       ٢٠٠   ١٠٠   ١٥٠   ١٠٠
١٥٠    ١٥٠   ١٠٠    ٥٠

 
س1:

 ١( رتبة  = 2×3 ، رتبة ب = 2×2 ، رتبة جـ = 3×2
س٢:

٥- = 
٢٣
 = ٢٫٣ ، جـ

١٣
 = ٣ ، جـ

21
، ب ٢

٣
 = 

٢٢
 )٢

٣- = 
٢٣
 + جـ

٢١
 )٣

س3: 1(  ص = 3 ، س = 3                2( س = -2 ، ص = -6

0
        

1

2     3

4     5
 

=

 

21
جـ

      ١١
جـ

٢٢
    جـ

١٢
جـ

٢3
    جـ

١3
جـ

 

س4: جـ =

حلول تمارين ومسائل  ١ - ٢

5000    4500    3500 ، ج ـ=  6500    5500    5000 2000    2500    4000 ،  ب = 
 
 =  )س1: �أ

2500    3000    3000 10500   12500   15500 ،  جـ(  ب( س= 

2        3        4  
5        3-       0  

 )2

   		      

1-
        

2-

2-     3

1-     5-

س2: 1( 

9
          

2

5     1-

9      1
 )3       			 

9
          

2

5     1-

9      1
 )2 			 

3-
            

8

10-     1-

0       5-

س3: 1( 
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9
          

١

١      ٢

٢      ٥

 )6 				  

9
          

١

١      ٢

٢      ٥

 )5 			 

٨
          

٢-

٤     ١٦-

٢      ١٤

 )٤

2(  س = -4 ، ص = 2 	، 		 س4: 1( س = 3 ، ص= 1

 
8      2     2- 
18-    8      0 

2( ص =  	، 		
١      ٩

٢
   

١       -١٥-     
س5: س = 

   	           
حلول تمارين ومسائل  ١ - ٣

س١: 

رتبة المصفوفة


رتبة المصفوفة
ب

 ب
معرفة

 ب
غير معرفة

رتبة مصفوفة الناتج

3×12×3⎷______2×1

3×23×2______⎷______

1×23×1⎷______3×2

٢       -١      ٣٣  
٤      ٤    -٥٠  

 )٤   	
١       ٠-

٠       ١ 
٢( الضرب غير معرف	 ٣(  	 ٣٣ س٢: ١( 

   4( لا يمكن.
٤       ٥٩      ٤٧
١      ٢٣     -١٧-
٦     -١٢      ٢٤-

 )٣    
٢٢       -٢٢      -٧٢-
٤٨     -٥٨     -٧٨-
٣٠     -٥٠      ٦٠-

 )٢ 	
١٣     ١٠٩     ٩٥
٤      -٣١    ٤٧

س٣: ١( 

،	  ص = ٥ 		 س٤: س =  ٢

٣٩     ١٠٥      -٣٣
٩٠     ٢١٧      -١١٦

 )٢ 	
٣٩     ١٠٥      -٣٣
٩٠     ٢١٧      -١١٦

س٥: 1(  
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٤٢       ٦      ١٢
٥٦     -٦٨     ١٨

 )٥        
٤٢       ٦      ١٢
٥٦     -٦٨     ١٨

 )٤ 	
٤٢       ٦      ١٢
٥٦     -٦٨     ١٨

  )٣

حلول تمارين ومسائل  ١ - ٤

٣٤- )3 			  0 )2    		 س١: 1( 2

٣( |-٢ب| = ١٨ 		 س٢: ١( |.ب| = ١٦	    ٢( |+ب| = ٩

س٤: س = ١ 			  س٣: س = ٤

حلول تمارين ومسائل  ١ - ٥

١     ٠

٠     ١
 )٣ 		 2( لا يوجد 		

١
٣

    ٢
٣

 -

١
٣

      ١
٣

س١: 1( 

١٦-
٣٢

    ٨
٣٢

  

١٢
٣٢

    ٤-
٣٢

  
س٣: ب-١ =  		 ٢( س = ±٦ 		 س٢: 1( س = ٢

٠       ١   

٣
٢

    ١
٢

 
 = ١- . ب-١     ،    

٠       ١   

٣
٢

    ١
٢

 
س٤: ).ب(-١ = 

٢٧-
٢

    ١٩
٢

 

٤٤
٢

    ٣٢-
٢

 
س٥: س = 

حلول تمارين ومسائل  ١ - ٦

2( س = 3 ، ص = 0 		 س1: 1( س = 8  ، ص = 5

2( س = 3 ، ص = 2  		 س2: 1( س = 3 ، ص = -5
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س3: س =3    ، ص=1

س4: �أ( س + 2ص + 2 = 0  ،  3س + 11ص − 9 = 0 
ب( س = -8 ، ص = 3 

حلول تمارين ومسائل  ١ - ٧

12345678910الفقرة

جابة بدج�أبج�أج�أدال�إ

 ٤- 		 ٢٦      ١٤ 

-٣٣    	٩٢      ٦٣ 

١٧٢     ١٣٣   -٨٣

جـ(  		   
 ١      ٢- 

٢       ٦ 
ب(  			 

 ٨      -٦ 

٤       ٧ 
س2: �أ( 

                                    هـ(  16     

٤
٢٣

    ٣
٣٢

  

٥
٢٣

    ٢-
٢٣

  
      د( 

 8

8
	     جـ(  

  ١
٢

 -    2 

١
٢

 -    6 
ب(     		

 3       2 

1       3 
س3: �أ( 

 ٢

٢

٠

  = 

س 

ص

ع

  . 

 ٣  		 ١       -٣ 

-١      	٤        ١ 

٥         ١       -١

ب(  	 
 ٠

٧
 = 

س 

ص
 . 

 3-       2 

2       1 
س4: �أ( 

		   	  س7: س= 3   س6: س = 3    		 س5: س = 1  ،  ص = 3 

الوحدة الثانية )التفاضل(

حلول تمارين ومسائل  ٢ - ١

س1: �أ( ��س = 1,8  ،  ��ص = 9    ،    ب( ��س = -6  ،  ��ص = -30
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ب( ٨ 			  ١
٣

س2: �أ(  

س4: 1 				   ب( 45 			  س3: �أ( 39

حلول تمارين ومسائل  ٢ - ٢

جـ( صفر 				   ب( -١ 				   �أ( ٢
 
س١:

جـ( -٨ 				   ب( ٤ 				   س2: �أ( ٨

س5: 2س 			  ٧
٤

س٤:  				   س٣: -٢

حلول تمارين ومسائل  ٢ - ٣

٢

س ٣ ٣
د( ١٤س +  		 ٦ + ٥-

س٣
جـ(  		 ب( 5 		 س1: �أ( صفر

 3
16

و(  			  هـ( -8س3 – 15س2 + 6

س5:   43   		 5-
81

س4:  		 س3:  10     		 س2:  5

س7: ق/)س( = ٨س٣ + ٣س٢ – ٤ ، ق//)س( = ٢٤س٢ + ٦س  		 ٣
٤

ب(  س6:  �أ( 24	

ق)٣()س( = ٤٨س + ٦ ، ق)٤()س( = ٤٨ ، ق)٥()س( = ٠ ومنها ق)٥()١( = ٠

حلول تمارين ومسائل  ٢ - ٤

-٤ ، س = 1
٣

س1: ميل المماس = ق/)-٢( = -١٠	   س2: ص – س – 1 = صفر	      س3: س = 

٣ =  :5س  		 س4: ص – 3س – 7 = 0

حلول تمارين ومسائل  ٢ - ٥

س3: ٤ – ١٠ = ٨س + ٢ 			  س2: 8س – 4 			  س1: 2س + 2

س6: -6 ، 5 			  س5: 12 			  س4: 96
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حلول تمارين ومسائل  ٢ - 6

س1: �أ( ق)١( = 2 قيمة عظمى محلية.

ب( ق)-٢( = ١٦ قيمة عظمى محلية ، ق)٢( = -١٦ قيمة صغرى محلية.

جـ( ق)-1( = 4 قيمة عظمى محلية، ق)1( = 0 قيمة صغرى محلية.

د( ق)٥( = 30 قيمة عظمى محلية.

س3: ب = -4 		 س2:  القيمة الصغرى المحلية = ق)١( = صفر

س4: �إشارة ق/)س( موجبة لكل سح*.

س5: عند )س = -2( يوجد قيمة عظمى محلية، عند )س = 2( يوجد قيمة صغرى محلية.

حلول تمارين ومسائل  ٢ - ٧

س1:

12345678910الفقرة

جابة جـبجـد�أدبجـب�أال�إ

س5: ٥٨ 				   س4: 6 			  س3: 4 		 س2: 36
1
2

 =  :8س 				   س7: 13ص + س – ٤٠ = 0 		 س6: 33

		 س9: ق)-٢( = 11 قيمة عظمى محلية،  ق)٠( = 7 قيمة صغرى محلية.

الوحدة الثالثة )التكامل(

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ١

س1:

الاقتران ال�أصلي ق)س( + جـالمشتقة ق/)س(
 س٤ + جـ ٤س٣

س٤ + س٣ + ٢س + جـ٤س٣ + ٣س٢ + ٢

س٢ + س + جـ٢س + ١

)٤س٣ + ٣(ص٤س٢ + ٣
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س2:

وهـدجب�أالعبارة

جابة ⎷×⎷×⎷×ال�إ

س٢ + ٣
س + ١

س3: ق/)س( = 

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ٢

 + جـ
س٢ ٥ -

٢
جـ(   				   ب(  + جـ 			  س + جـ ٢

٣
س1: �أ( 

و( ك٢س + جـ 		 ٢ + س + جـ
س

 + 
٧س٤
٤

هـ(  		  + ٣س + جـ
٢س٣
٣

د( 

 – ٣ل + جـ
ل٢
٢

س3:  				     – ١٥ص + جـ
ص٢
٢

 + 
٢ص٣

٣
س2: 

س5: ٣س٣ + ٥س٢ – ٢س + ٤ 		  + ٤س + جـ
٥س٢
٢

 + 
٥س٣
٣

 – 
٣س٤
٤

 + 
٢س٥
٥

س4: 

س6: )٢س + ٢()س٢ + ٢س(٥

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ٣

 + ٣س – ١
س٢
٢ س2: ق)س( =  			  س1: �أ( ق)س( = ٥س – ٧

س4: ق)س( = -٢س٣ + س٢ + ٤س + ٣ 					    س3:  22

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ٤

س2: ب = ±٤ 			   ٤٥
٤

د(  		 ٢
٩

س1: �أ( ١٨           ب( 2           جـ( 

 = صفر
ص
س

 = ٤س٣ + ٢س – ٥     ب( 
ص
س

١٤	        س5: �أ( 
٣

س :3 = ٥ ، -٢	    س4: 
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حلول تمارين ومسائل  ٣ - 5

-15	  جـ( -4
2

ب(  		 7-
2

س2:  �أ(  				   س1:  صفر

س5: 1 ، -6 		 س4: - 27 		 15-
2

جـ(  		 ب( -5 		 س3: �أ( -6

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ٦

 + جـ
)س + ب(٥

٥
 + ج	ـ          س3: 

٣-
٤)س – ١(٤

 + ج	ـ      س2: 
-)٢ – ٣س(٤

١٢
س1: 

٤-
٢١

س6:  				   ١
٣

 + ج	ـ      س5: 
)س٣ + ١(٥

١٥
س4: 

 + جـ
٤
٣ ٣)س٣ + ٤س(

٨
 + ج	ـ      س8: 

٣
2 ٢)٣س – ١(

٩
س7: 

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ٧

١ وحدة مساحة.
٤

س3:  		 س2: 8 وحدات مساحة. 			  س1: 12 وحدة مساحة.

س5: 42 وحدة مساحة. 			  	 ٢
٣  =  :4س

حلول تمارين ومسائل  ٣ - ٨

س١:

12345678910الفقرة

جابة ج�أدج�أ�أدب�أجال�إ

س4: - 38 			  س3: ق)س( = ٣س – س٢ + ٤ 			   ١٠
٣ س2: 

٣٨ وحدة مساحة.
٣ س6:  		  + جـ

٥
٣ ٣)س٢ + س + ٤(

٥
س5: 
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حصاء( الوحدة الرابعة )ال�إ

حلول تمارين ومسائل  4 - ١

س2: التحصيل �أفضل في اللغة العربية. 		 س1: -1.5 ، -0.5 ، 0.5 ، 1.5 ، صفر

س3 : 23 م ، 11.6 م           س4: ك =  ، 3 = 1         س ، 8 =  :5 = 60	       س6: -1

حلول تمارين ومسائل  4 - 2

جـ( 0.8664 ب( 0.1841	 س1: �أ( 0.9162	

س3: 0.8664  ،  433  		 س2: �أ(  1.06  ،  ب( -0.75  ،  جـ( 0.84 

س6: 819 		 س5: �أ( 66.78%        ب( 40  		 ب( 228  س4: �أ( 2	

حلول تمارين عامة  4 - ٣

س1:

12345678910الفرع

جابة  �أد�أبب�أبدجـجـال�إ

ب(  0.6687 س3: �أ( 0.8413	 						     س2: ٦٥  ،  ١٢

ب( 273 		 س5: �أ( 9 		 جـ( %81.85 ب( 456	 		 س4: �أ( 13652

الوحدة الخامسة ) الرياضيات المالية(

حلول تمارين ومسائل  ٥ - ١

س1: �أ( الفائدة )( = 460 دينار ، ب( جملة المبلغ )جـ( = 14260 دينار 

		      س4: )جـ( = 15960 دينار  س( :3( = 5 �أشهر 			  س2: )م( = 4000 دينار 

ب( الفترة الزمنية )ن( = 6 سنوات  		 س5: �أ( )ف( = 90 دينار
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س7: الفائدة )ع( = %6  				   س6: الفائدة التجارية )ف( = 640 دينار 

الفائدة الصحيحة )ف( = 631.232 دينار 

حلول تمارين ومسائل  ٥ - ٢

%٤٫٢ = )( :3س 		 		   س( :2( = 5 سنوات س1: )جـ( = 13416 دينار

س6: )جـ( = 7125 دينار س4: )جـ( = 21150 دينار ، )ف( = ٦١٦٥ دينار      س5: )( = 8 سنوات 	

حلول تمارين ومسائل  ٥ - ٣

س3: ق)( = ٣00٢٫٣٥٦ دينار  		 س2: ق)( = 1563٫٦٤٢ دينار س1: ق)( = 450١٫٢ دينار	

س5: الفائدة الاسمية = 0.3٣ 		 س4: )�أ( = 170٠ دينار

حلول تمارين ومسائل  ٥ - ٤

س3: معدل الفائدة السوقي = %7 		 س1: ق)( = 6000 دينار 	 س2: ق)( = ٢٩٤٥٫٨٤٢ دينار

س4:  ق)ح( = ٣٠٠٠ دينار

حلول تمارين ومسائل  ٥ - ٥

12345678910الفرع

جابة �أجـبجـدببجـ�أدال�إ

س2: الفائدة التجارية )ف( = 320 دينار 

الفائدة الصحيحة )ف( = 315.616 دينار 

س4: جملة المبلغ )جـ( = ٣060 دينار 			  %1.75 = )( س3: معدل الفائدة

س6: ق)( = 1111 دينار 				   س5: المبلغ )م( = 6000  دينار
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�أفكار ريادية

*  تصميم اداة لقياس اثر استخدام مواقع التواصل الاجتماعي على تحصيل الطلبة. 

*  اعداد دراسة لمشروع عن كيفية تشجيع طلبة المدراس للتوجه للتخصصات المهنية. 

*  �إعداد رحلات معرفية )Web quest( عن وحدة التكامل. 

   المراجع

سكندرية  . حصاء العام، دار الوفاء لدنيا الطباعة، ال�إ بسيوني، جابر �أحمد )2014( :  ال�إ
دارية والمالية، دار وائل للنشر، عمان . حمدان، فتحي خليل )2012( ، الرياضيات للعلوم ال�إ

دارية والاقتصادية، دار الحامد للنشر والتوزيع عمان. شاهر، ثائر فيصل )2009( : الرياضيات في العلوم المالية وال�إ

حصاء الوصفي والتطبيقي والحيوي، دار وائل للطباعة والنشر، عمان، 2001. رمضان، زياد )2001( : مبادئ ال�إ
الجندي، حسن عوض )2014( :منهج الرياضيات المعاصر محتواه واساليب تدريسه، مكتبة ال�أنجلو المصرية، 

القاهرة .
المومني، غازي فلاح، الرياضيات المالية المعاصرة ، دار المناهج للنشر والتوزيع، عمان، 2014

الخطيب، روحي �إبراهيم )2012( :  التفاضل والتكامل ج1، دار المسيرة، عمان .

الخطيب، روحي �إبراهيم )2012( :  التفاضل والتكامل ج2، دار المسيرة، عمان .
فريدريك بل )1986(: طرق تدريس الرياضيات: الجزء ال�أول )ترجمة محمد المفتي وممدوح سليمان(. قبرص: 

الدار العربية للنشر والتوزيع 
فريدريك بل )1986(: طرق تدريس الرياضيات: الجزء الثاني )ترجمة محمد المفتي وممدوح سليمان(. قبرص: 

الدار العربية للنشر والتوزيع 
ابو �أسعد ، صلاح عبد اللطيف )2010(: �أساليب تدريس الرياضيات، الطبعة الاولى. دار الشروق للنشر والتوزيع

حصاء التربوي، الطبعة الاولى، دار الشروق للنشر والتوزيع. الزغلول، عماد )2005(: ال�إ
حسين فرج، عبد اللطيف )2005(: طرق التدريس في القرن الواحد والعشرين، الطبعة ال�أولى، دار المسيرة للنشر 

والتوزيع والطباعة/ عمان  
Bostock&Perkins(1989): Advanced Mathematics, volume1 
Bell,E,T (1937): Men of Mathematics ,Simon and Schuter,N.Y 
Lanl B.Boyer (1989): History of Mathematics Wiley,N.Y                 
Bostock&Perkins (1989): Advanced Mathematics, volume2      
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المشروع

شكل من �أشكال منهج النشاط؛ يقوم الطلبة )�أفراداً �أو مجموعات( بسلسلة من �ألوان 

النشاط التي يتمكنون خلالها من تحقيق �أهداف ذات �أهمية للقائمين بالمشروع.

�أو الجماعة لتحقيق  الفرد  النشاط الذي يقوم به  �أنه: سلسلة من  ويمكن تعريفه على 

�أغراض واضحة ومحددة في محيط اجتماعي برغبة ودافعية.

ميزات المشروع:

قد يمتد زمن تنفيذ المشروع لمدة طويلة ولا يتم دفعة واحدة. 	.1 	

ينفّذه فرد �أو جماعة. 	.2 	

يرمي �إلى تحقيق �أهداف ذات معنى للقائمين بالتنفيذ. 	.3 	

لا يقتصر على البيئة المدرسية و�إنما يمتد �إلى بيئة الطلبة لمنحهم فرصة التفاعل  	.4 	

مع البيئة وفهمها.

يستجيب المشروع لميول الطلبة وحاجاتهم ويثير دافعيّتهم ورغبتهم بالعمل. 	.5 	

خطوات المشروع:

�أولاً: اختيار المشروع: يشترط في اختيار المشروع ما ي�أتي:

�أن يتماشى مع ميول الطلبة ويشبع حاجاتهم. 	.1 	

�أن يوفرّ فرصة للطلبة للمرور بخبرات متنوعة. 	.2 	

�أن يرتبط بواقع حياة الطلبة ويكسر الفجوة بين المدرسة والمجتمع. 	.3 	

�أن تكون المشروعات متنوعة ومترابطة وتكمل بعضها البعض ومتوازنة، لا تغلبّ  	.4 	

مجالاً على ال�آخر.

�أن يتلاءم المشروع مع �إمكانات المدرسة وقدرات الطلبة والفئة العمرية. 	.5 	

�أن يُخططّ له مسبقاً. 	.6 	
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ثانياً: وضع خطة المشروع:

يتم وضع الخطة تحت �إشراف المعلم حيث يمكن له �أن يتدخّل لتصويب �أي خط�أ يقع 

فيه الطلبة.

آتية: يقتضي وضع الخطة ال�

تحديد ال�أهداف بشكل واضح. 	.1 	

تحديد مستلزمات تنفيذ المشروع، وطرق الحصول عليها. 	.2 	

تحديد خطوات سير المشروع. 	.3 	

�أفراد  جميع  يشترك  �أن  )شريطة  المشروع،  لتنفيذ  اللازمة  ال�أنشطة  تحديد  	.4 	

�إبداء الر�أي، ب�إشراف  المجموعة في المشروع من خلال المناقشة والحوار و

وتوجيه المعلم(.

تحديد دور كل فرد في المجموعة، ودور المجموعة بشكل كليّ. 	.5 	

ثالثاً: تنفيذ المشروع:

مرحلة تنفيذ المشروع فرصة لاكتساب الخبرات بالممارسة العملية، وتعدّ مرحلة ممتعة ومثيرة 

نجاز  لما توفرّه من الحرية، والتخلص من قيود الصف، وشعور الطالب بذاته وقدرته على ال�إ

حيث يكون �إيجابياً متفاعلاً خلّاقاً مبدعاً، ليس المهم الوصول �إلى النتائج بقدر ما يكتسبه 

الطلبة من خبرات ومعلومات ومهارات وعادات ذات فائدة تنعكس على حياتهم العامة.

دور المعلم: 

متابعة الطلبة وتوجيههم دون تدخّل. 	.1 	

�إتاحة الفرصة للطلبة للتعلمّ بال�أخطاء. 	.2 	

ا	لابتعاد عن التوترّ مما يقع فيه الطلبة من �أخطاء. .3 	

ا	لتدخّل الذكي كلما لزم ال�أمر. .4 	
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دور الطلبة:

ا	لقيام بالعمل ب�أنفسهم. .1 	

تسجيل النتائج التي يتم التوصل �إليها. 	.2 	

تدوين الملاحظات التي تحتاج �إلى مناقشة عامة. 	.3 	

تدوين المشكلات الطارئة )غير المتوقعة سابقاً(. 	.4 	

رابعاً: تقويم المشروع:  يتضمن تقويم المشروع ال�آتي:

لكل  تحقّق  الذي  المستوى  تحقيقه،  تم  ما  �أجلها،  من  المشروع  وضع  التي  ال�أهداف  	.1 	

هدف، العوائق في تحقيق ال�أهداف �إن وجدت وكيفية مواجهة تلك العوائق.

الخطة من حيث وقتها، التعديلات التي جرت على الخطة �أثناء التنفيذ، التقيّد  	.2 	

بالوقت المحّدد للتنفيذ، ومرونة الخطة.

مكانات  ال�أنشطة التي قام بها الطلبة من حيث، تنوّعها، �إقبال الطلبة عليها، توافر ال�إ 	.3 	

اللازمة، التقيد بالوقت المحدد.

قبال على تنفيذه بدافعيّة، التعاون في عملية  تجاوب الطلبة مع المشروع من حيث، ال�إ 	.4 	

التنفيذ، الشعور بالارتياح، �إسهام المشروع في تنمية اتجاهات جديدة لدى الطلبة.

يقوم المعلم بكتابة تقرير تقويمي شامل عن المشروع من حيث:

�أهداف المشروع وما تحقّق منها. 	•	

ا	•	لخطة وما طر�أ عليها من تعديل. 

ا	•	ل�أنشطة التي قام بها الطلبة. 

ا	•	لمشكلات التي واجهت الطلبة عند التنفيذ. 

ا	•	لمدة التى استغرقها تنفيذ المشروع. 

ا	•	لاقتراحات اللازمة لتحسين المشروع. 



        المشاركون في ورشات عمل كتاب الرياضيات للصف الثاني عشر الريادي والفندقي والاقتصاد المنزلي

�أ. ريم صوافطة          �أ. ثورة علان�أ. نهى عبدالرازق�أ. نهى يعقوب�أ. عبد الرحمن عزام

�أ. �أيمن �أبو زياد        �أ. فادي ستيتي�أ. اسماعيل �أبوغضيب�أ. كفاية مضية�أ. �أسمهان نزال

�أ. سناء حماد     �أ. رهام مصلح�أ. ختام حنو�أ. موسى حراحشة�أ. �أحمد جعافرة

�أ. فلاح الترك       �أ. �أرواح كرم�أ. خالد الدشت�أ. سهى كمال�أ. ياسر الساحلي

�أ. رائد عبدالعال        د. رحمة عودة�أ. وسام موسى�أ. محمد الفرا�أ. مؤيد الحنجوري

�أ. رفيق الصيفي       �أ. باسم المدهون�أ. سميرة حنيف�أ. منال الصباغ�أ. حسين عرفات

�أ. سيرين �أبو عيشة

م. فواز مجاهد     							      د. بصري صالح 							      د. صبري صيدم

�أ. عبد الحكيم �أبو جاموس  							      �أ. عزام ابو بكر 								       �أ. ثروت زيد

م. جهاد دريدي 						     د. سمية النخالة 							      د. شهناز الفار

لجنة المناهج الوزارية

اللجنة الوطنية لوثيقة الرياضيات:

د. علي عبد المحسند. معين جبرد. محمد صالح )منسقًا(�أ. ثروت زيد

د. عبد الكريم ناجي�أ. وهيب جبرد. عادل فوارعةد. تحسين المغربي

د. علا الخليليد. محمد مطرد.سعيد عسافد. عطا �أبوهاني

�أ. ارواح كرمد. �أيمن ال�أشقر	د. علي نصارد. شهناز الفار

�أ. فتحي �أبو عودةد. وجيه ضاهر�أ. كوثر عطية�أ. حنان �أبو سكران

�أ. مبارك مبارك�أ. قيس شبانة�أ. احمد سياعرةد. سمية النخالة

�أ. نادية جبر�أ. نسرين دويكات�أ. �أحلام صلاح�أ. عبد الكريم صالح

�أ. نش�أت قاسم

تمت مناقشة الكتاب من قبل معلمين على مستوى مديريات الوطن عبر العديد من الورشات


